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内 容 提 要 
本 书 居 和 本 具 小 书店 出 版 的 更 代 垃 用 数 堂 具 书 之 一 的 中 尝 
本 ao 例 书 蒜 分 -已 章 ,第 一 章 介 部 解 机 方程 的 一 般 埋 葡 ; 第 二 蒜 让 
阅 一 阶 所 六 性 方程 ,第 三 章光 一 般 的 一 阶 方 程 ; 四 , 五 陋 章 叙 相 
二 阶 万 程 ,六 ,七 两 章 分 则 讨 洽 椭 甸 型 和 届时 型 方程 本 书 可 扑 
省 高 等 学 模 作 为 教 学 者 考 书 ,也 可 供 工程 师 , 科 学 研究 工作 者 作 
大 考 。 
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上 版 家 明 


这 一 套 书 是 根据 日 本 岩 波 书店 岂 版 的 “现代 应 用 数学 讲座 " 番 
鞍 而 成 。 日 次 承 书 共 15 宕 60 册 ,分 成 志 .B 两 租 ,各 入 有 序号 。 现 
在 把 原来 同一 题 昌 分 成 两 册 或 三 册 的 加 以 合并 , 到 理 碾 物种, 不 
另 分 组 烽 号 , 陆 炉 翻 辉 出 版 。 

这 香 书 涉及 的 面 很 广 ,其 内 容 都 和 现代 科学 技术 密切 有 关 , 有 
一 定 姑 考 价值 。 答 一 本 书 收 集 的 资料 都 比较 丰富 ,而 叙述 气 驶 ,篇 
幅 不 多 ,有 利于 读者 以 较 短 时 间 掌 握 有 关 学 科 的 主要 内 容 。 虽 然 ， 
这 套 书 的 其 些 观 点 不 尽 适 合 于 我 国 的 情况 ， 但 其 方法 可 供 套 考 。 
因此 , 翻 焉 山 版 这 一 套 霹 ,对 我 国学 术 界 是 有 所 助 釜 的 。 

由 于 日 交 原 书 蚌 1957 年 起 以 诽 座 形式 陆 矿 出 版 的 ,写作 时 并 
和 篇 辐 的 限制 不 可 避 莞 地 会 影响 原作 者 对 内 容 的 处 理 ， 为 了 足 可 
"能 地 了 碱 少 这 种 影响 ,我 们 在 答 一 光 本 中 , 特 王 先 者 或 校 闭 者 机 号 序 
或 后 记 , 以 介绍 有 美学 科 的 最 近 发 展 状 况 ,并 对 全书 内 容 作 一 些 评 
价 , 提出 一 些 看 法 , 千 合 我 国情 况 朴 充 一 些 资 料 文献 , 在 交 内 过 于 
简略 或 不 足 的 地 大 添加 了 必要 的 注释 和 改正 原 韦 中 存在 的 一 些 鲁 
讽 。 和 希望 这 些 工 作 能 对 读者 有 所 帮助 。 

承担 翻 琴 和 校 娩 的 周志 ,为 提高 书籍 的 质 重 付出 了 下 大 劳动 ， 
在 此 特 臻 以 哉 柳 的 谢 音 。 

欢迎 息 者 对 本 书 则 出 批评 和 意见 。 
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第 1 章 ”解析 的 偏 微 分 方程 的 一 般 理 论 


本 草 主 要 是 在 微分 方程 兵 有 解析 而 正则 的 醒 数 到 达 形式 的 候 
裔 下 进行 讨 葵 的 。 这 样 ， 为 了 得 到 与 浪 程 的 类 型 无 关 而 一 般 正 确 
的 理论 ， 我 们 也 只 限于 讨论 解析 的 微分 方程 具有 解析 而 正则 解 的 
情形 。 但 是 这 里 所 褒 的 类 型 ， 关 不 象 线 性 或 是 非 检 性 的 方程 ， 可 
尽 册 闫 程 的 外 事 形 式 来 区 别 ( 写 是 由 于 特征 沪 程 的 根 是 虚 , 或 是 实 
的 而 产生 的 ), -一般 解 的 本 质 的 性 质 ( 解 析 性 ) ， 由 于 所 属 方程 的 类 
型 不 同 , 有 着 相 异 的 特性 (这 一 点 以 后 自然 会 明了 )、 现 在 本 章 中 
所 计价 的 画 数 假定 它 个 都 是 解析 而 正则 的 ， 一 般 ， 在 肥 式 的 形式 
变换 中 ,必须 根据 变 痪 中 所 出 现 的 微分 计算 的 阶 数 ,来 收 设 画 数 连 
炉 可 微 的 次 数 ,但 是 现在 有 了 正 旧 性 的 保 放 , 甸 数 就 有 任意 次 连 各 
微分 的 可 能 ,所 以 没有 必要 每 次 青 重复 提出 讨 徐 。 


$1 偶 微 分 方程 中 有 闫 的 定义 


一 般 基 于 独立 变数 、 未 知 男 数 及 宅 的 避 导 数 冉 确定 的 泵 数 关 
系 千 台 丽 成 的 方程 呈 做 偏 微分 方程 。 恒 等 地 满足 这 个 方程 的 男 数 
未知) 吓 屋 厂 程 的 解 、 和 譬如 ,和 象 
《al yu — Wy 一 个 。 hy ,y=0, 
(6) 十 开 十 二) 一] 于 
就 都 是 仿 微 分 方程 ， 其 中 zy 是 独 下 变数 ,2 是 未 知 醒 数 。 这 些 
右 竹 分 别 以 
Ur) ， =p 十 表 人) 
w= 姬 一 (过 一 站 一 一 机 和 
作为 它们 的 解 。 这 里 m, 出 是 任意 的 丙 数 【可 徽 的 1， 而 5, 2 是 任 


3 染 1 革 解析 的 好 微 入 方程 的 一 租 理 洽 
如 人 入， 有 证 多 作者 抠 俩 油分 态 程 的 解 称 为 在 种 的 积分 ， 我 偶 
在 本 老 中 将 避免 合用 这 种 叫 法 。 

另 人 外， 我 们 也 斌 先 一 些 与 多 个 未 知 贡 狼 有关 的 详 立 恨 徽 分 洲 
种 租 , 泗 如, 依 

(0) Wy Vs= CO (WY 未 知 图 数 )， 

{a) asle, 2) Ot but, ER (一 二 


fei By 是 已 因而 数 ， ti…, 4 是 未 知 请 数 ) ， 

(Wars 一 名 2 一 未 知 苏 数 )， 、 

所 前 仿 微 分 态 程 的 阶 数 8， 就 是 方程 中 出 现 的 林 知 两 数 的 吐 
曾 数 中 最 天 的 阶 数 、 在 上 面 的 例子 中 , (a) {0) , (d) , (8) 都 是 一 有 阶 
的 仿 微 分 太 程 , tb)，( 人 是 二 阶 的 偏 微 分 方程 。 

如 水 饭 丽 分 汶 程 对 于 未 知 页 数 凡 及 它 的 各 阶 导 西数 都 是 一 次 
齐 式 , 这 个 五 种 就 叶 假 线性 方程 。(a) , (b) , (所 三 个 方程 都 是 姜 性 
方程 。 如 果 六 程 是 未 知 黄 数 最 高 阶 导 耳 数 内 一 次 齐 式 ,这 个 方程 就 
叶 做 杞 黎 性 方程 , 8) 和 人 f ,就 是 往 线 性 方程 方程 10) 解 不 是 各 性 
的 ， 也 不 是 所 共性 的 ， 这 种 方程 时 刁 非 向 性 方程 。 一般 也 把 一 蔬 . 
不 是 厂 性 的 方程 (包括 所 钱 性 的 在 内 ) 都 是 做 非 克 性 才 程 。 在 拱 生 
性 方程 中 最 高 阶 导 丽 数 所 得 成 一 次 齐 详 式 的 那 一 部 分 ;是 做 六 种 
的 主 部 .在 万 程 (@} 各 {人 中 ， 欠 号 的 丰 这 部 分 是 方程 的 主 部 。 若 
是 但 线性 方程 的 主 部 办 的 柔 数 ， 都 是 常数 或 是 独立 变数 的 已 知 疯 
数 , 这 种 方程 就 叶 做 华 先 性 方程 ，(o' 是 侍 嫉 性 万 程 ,但 (用 不 是 第 
线性 万 程 。 对 于 己 徐 分 方程 , 除了 一 阶 的 分 徽 纱 胡 程 (单独 六 程 ) 

以 外 ,研究 得 比较 透彻 鬼 主 要 是 生性 万 各 。 
我 们 可 扫把 常 微分 方程 看 成 是 仪 其 一 个 独立 变数 以及 一 个 未 
各 原 关 状 为 了 避 吕 证 行 贡 让 的 rank 一 宇 的 镶 交 说 活 ， 把 陋 莹 分 方程 的 防 数 


(order) 改 深 成 倍数 , 现 共 我 例 仍 用 阶 数 作为 order 的 淖 交 ,大 把 Tank 苹 成 筷 数 。 


§2 瑶 祈 的 币 笋 从 方 禄 的 砌 弩 让 赔 题 3 

基 图 数 的 己 币 分 方程 ,相反 ,如 果 在 己 微 分 方程 中 机 机 出 再 求知 苏 

煌 (是 多 个 独 查 灾 数 生硬 数 1 对 于 某 一 个 独 查 变数 的 依 导 山北 的 

时 蛋 , 著 么 半 这 一 个 犯 立 变数 来 斌 ,就 林丹 把 妨 微 分 方程 媳 成 量 常 
微分 太 程 : 共 他 的 法 立 变数 可 这 训 为 是 未 知 醒 数 中 的 任意 容 鞍 )。 


$2 解析 的 仿 微 分 方程 的 初始 值 问题 


1. 初始 们 问题 ”一 筑 关 于 解析 仿 征 分 和 无 程 的 理 葵 中 , 最 基本 
H9 研 下 Cauchy 的 初始 值 峭 题 的 解 的 存在 定理 。 所 以 普通 就 把 初 
她 值 章 题 称 为 auchy 间 题 。 
兽 先 我 们 用 一 个 篇 单 的 例子 ， 对 彻 寻 和 伞 间 题 作 一 个 洲 近 的 
解释 。 
考虑 下 面 的 一 阶 糯 性 凡 微分 万 程 
一 0, i ,1 
这 个 万 在 的 解 痢 具有 2% 一 上 (2 上 2 的 形状 ,其 中 四 是 任意 的 王 煞 
(这 一 后 可 以 利用 变换 zy 一 上 2 一 y= ， 掉 独 开 变数 让 威 志恒 
?7 而 导出 1。 对 于 这 个 解 , 如 果 证 2 一 0 有 时，2= 员 f， 则 公 . 卫 的 解 
了 回 由 解 的 才 姑 和 芝 件 
0 时 v=$(9) ($ 是 任 交 粮 定 的 而 数 ) 
所 唯一 纪 定 。 
_ 捧 问 ,再 诗 阶 一 个 二 阶 夺 人 性 坊 徽 修 瑟 程 . 
- Wrr™— Woy = 0, (2.9) 
全 2 一 起 十 诈 /2 8 一 巡 一 从 /2 招 儿 了 变数 wy 变 成 上， 9, 容易 
证 有 方程 安眠 了 
Wey = 0. 
于 是 
纪 二 号 十 下 ;上 汕 是 性 意 画 数 )， 
因此 2.2) 的 佣 必 定 是 


4 第 1] 齐 ”解析 的 隅 微 候 方程 的 一 般 理 康 
一 由 人 人 十 杂 十 让 十 一 四) ， (2.3, 
在 这 里 如 分 人 一 0， 肌 " 
Ww 久 一 的 及 十 天 一 人 WW (0, 二 圭一 执 。， 
车 现在 初始 条 伴 是 z 


| w=0 HN t=) Wg), (2.4) 
盾 | 
PD + Hy) =gy), 


因此 有 
#9) — 诗 和 f+) gg) 
Y= 1 一 | woo| 
于 是 和 根据 12.3) 就 得 到 
ut +t yt gd}, 2. 


”相反 ,车 了 ,9 是 任意 西数 , 可 以 放 朋 (2.5) 必 是 厂 程 (2.2 的 解 
所 以 (2.2) 的 解 由 初始 条 件 (2.4) 所 唯一 决定 。 ( 了, g 可 看 戌 是 慎 
意 的 已 烙 夯 数 。) 

二 面 的 例题 指出 ， 一 般 单独 一 个 入微 分 万 程 的 解 中 包含 着 任 
意 面 数 , 任 洪 酌 数 的 个 数 就 是 证 程 的 阶 数 ( 任 意 面 数 中 的 独立 变数 
比方 程 中 的 独立 变数 少 一 个 |。 有 理由 来 推测 , 解 中 的 任意 秦 数 将 
- 由 初 巡 条 件 所 唯 一 地 决定 。 实 际 上 ,一 般 解 中 的 尾音 画 数 或 者 是 
初始 条 件 中 任意 烙 定 的 画 数 ,或 者 是 它 的 变形 攻 数 。) 

一 般 的 偏 微 舍 无 程 舍 有 多 个 独立 变数 ， 如 果 对 其 中 此 一 个 独 
立 变 数 的 一 个 特定 值 ( 上 面 的 例 中 是 z=0) 来 讨论 初 姑 条 件 , 象 这 
样 的 变数 ,为 了 在 考 处 初始 条 件 时 与 其 他 的 独立 变数 有 所 区 别 ,我 
们 对 乱 作 时 间 的 变数 。 相 对 地 哇 其 他 的 独 喜 变数 为 空前 的 变数 
上 上 面 的 例题 中 2 是 时 间 的 变数 , wy 是 空间 的 变数 。 但 是 在 研究 一- 
般 幅 微分 方程 的 时 位, 有 时 并 不 区 别 其 中 那 一 个 变数 是 时 间 变 数 ， 
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那 一 些 是 爸 闻 变数 ,而 无 区 别 地 把 独 疼 变数 的 全 体 看 碟 一 个 空间 ， 
疼 在 安 间 中 形 虑 一 个 超 曲 面 ( 如 独立 变数 的 个 数 是 2, 朗 二 维 空 
半 , 妈 此 超 曲 面 化 为 此 成 ,如 独立 变数 的 宅 间 是 三 到 空间 , 则 超 曲 面 
为 曲面 '， 我 们 规定 所 求 的 未 知 国 数 以 及 它 的 导 责 数 要 在 这 个 超 
曲面 .上 了 芭 已 粹 的 值 ， 要 决定 了 这样 的 解 的 间 题 时 做 一般 的 Cauchy 
问题 。 我 们 将 在 后 面 一 节 讨 论 这 种 一 般 的 Cauchy 问题， 

借 喜 偏向 分 方程 的 未 知 醒 数 的 最 高 阶 导 页 数 中 ， 出 现 着 仅 与 
时 间 变 数 有 关 的 偏 导 国 数 。 当 这 个 幅 导 图 数 能 够 解 出 ， 而 用 会 
独 计 变数 .未 知 面 数 以 及 其 他 的 仿 导 而 数 的 形式 来 表达 的 时 候 , 这 
种 解 出 了 的 无 程 是 做 对 时 间 变 数 的 基准 型 。 茵 妇 对 于 二 孜 的 专权 
性 方程 

(Tu) Dy Lv 0, 
加 玉江 是 时 加 半 数 , 剧 
一 《十 证 ) {2 ty — (1+) wut 

是 基准 型 的 广 租 

Cauchy-Kowalewski 定理 为 了 方 合 起见 ,分 (%w， rg 
在 一 x? 处 变数 ztn 个 独立 变数 ; 的 解析 正 
出 测 数 ， 如 昌 在 X= 2 的 分 域 , 警 如 当 和 一 加 | psy 一 1, ， 
了 可 以 展开 成 为 旭 一 2， 22 一 借 ，…, 2z, 一 各 的 7 重 军 籽 狼 ( 井 昌 ] 广 
放炮 对 一 到 收 敏 )， 即 f(y 一 全 一 2 
有 时， 营 人 7 天 示 % 个 复 变 数 , 则 当 ,wv, 一 避 | 过 py 时， 这 个 寡 机 数 也 广 
多 移 对 一 致 收 合 。 于 是 对 于 原 好 是 个 实 变数 的 了 数 了 (2) , 自然 
可 以 只 一 的 延 拓 成 为 汪 个 复 变 数 的 正则 酷 数 ( 当 独 立 变 数 是 意 变 
数 时 ,我 们 就 把 解析 正则 的 西数 简单 地 旺 做 正则 醒 数 ;， 所 以 本 省 
以 后 所 考 上 的 夯 数 都 是 复 变数 的 正则 而 数 。 

服 2$ 是 时 闻 变 数 ，y 一 (ym) 是 窑 并 变数 ，= i , tr， 
是 (P33) 的 未 知 画 数 ， 我 们 讨论 一 下 一 有 阶 的 联 立 基准 型 妃 


fi 莫 工 章 和 解 评 周 候 役 人 芬 盯 三 的 一 投 理 议 
徽 分 万 程 糙 
dur yy Bu 1, DD. (2.6) 
为 了 了 所 便 起 昂 ， 于 人 古话 3 一 pr 并 把 这 Er 个 pis 第 记 作 zj， 
对 样 ， 是] 二 加 十 lim 个 独立 挛 烙 Lr, yD) 的 解析 正则 画 
数 ， 现 在 Cauchv-Kowaleowski 定理 断 首 ; 访 而 (9) 是 任意 的 蕊 
给 正如 画 数 ， 期 后 程 诅 这.61) 存在 着 叭 一 的 一 组 满足 牢 娃 条件 
的 解 志 二 9 。 缚 急 的 述说 如 下 : 
定理 2.1 ( 假 识 } fi 在 (2, yD) 一 (20 名 2 处 是 
kg 2 人 的 正则 击 数 ， 员 在 4- 处 是 9 的 正 黄 画 数 ， 荐 有 
pr) = OP) 一 人 
人 的 正 央 两 数 各 不 一 中 他， 
YE= 1, 2, ， 它 们 满足 联 走 7 得 粗 (2.6} 以 及 芭 好 条件 
Wt Y) 本 ‘ 这 种 下 轩 陨 数 和 并 目 是 了 一 的 
Cauehy-Kowalewski 定理 的 证 明 方 法 ,是 把 解 对 于 之 一 如 ， 
号 一 役 数 的 骤 数 ,由 于 4 者 
证 中 1 人. 全 的 续 故 ,可 以 由 最 慌 项 诡 的 系数 顺 次 于 决定 ， 其 欢 再 把 
这 梓 得 到 的 筑 航 数 与 一 个 优 角 数 来 比较 而 证 骨 它 的 收 禾 性 由于- 
本 书 的 篇 幅 关 系 我 们 省 临 了 定理 的 证 朋 ， 居于 线性 情形 的 证 明 可 
届 夫 者 Petrovski: Lectures on par tial differential equation:@, 
PP. 48~26， 一 般 迟 形 的 诈 明 i: 扎 方 种 化 戌 握 闭 姓 方程 的 方法 1 由 
Uourant u. Hilbert: Methoden der mathematisochen Physik 
i, Ppp, 35~41, 
现在 我 们 来 证 表 详 禅让 阶 (但 为 基准 型 的 ) 微 笋 方程 和 钥 的 
Uauchy-howalewski 定理 ,证 昭 的 太 法 就 是 各 这 个 问题 化 成 联 音 
一 阶 6) 方程 座 的 间 题 。 
首先 为 了 使 问题 简单 一 些 ， 我 们 考虑 单 名 一 个 员 有 隔 个 各 
看 ”有 由 疼 亦 , 牧 德 罗 夫 斯 技 : 拔 仙 号 方程 进 久 ,高 等 数 育 出 版 圭 。_ 睦 涯 注 


82 解析 的 钥 德 芷 矿 下 的 和 娃 值 疝 题 了 
变数 的 二 阶 仿 微 分 方程 s : 
Cu= Fg, ,Hy, Upy Uy Uy Wy) C0 
: 设 初 好 条件 是 "z=2 时 ,一 伟人 介 dp,Wy =9， 
容易 证 有 思 ， 上 面 的 方程 就 化 成 为 下 面 关 于 未 知 丽 数 (5 2 乓 的 联 
立 一 - 阶 方程 站 
Or 二 加 ， OY = 0,n, | 
Ce 有 二 六 2， Py YF, Oy DP, yq) ， 
初 巡 条 件 是 : 2 一 2 时 ,= 二 一 出 (中 ,9 二 由 (ty) ， 辽 租 方 程 
根据 定理 2.1T 具 有 正 即 的 解 2f, 由 由 在 适当 的 范 园 中 是 正则 的 > 。 
了 股 这 碍 解 是 (ey DP = 在 迷 放 明 w=w(z, 4#) 
是 (2. 记 的 解 。 首 党 有 42.8) 中 的 第 一 式 有 一 也 ,所 以 由 第 二 式 
和 oot8 一 2 一 9.9 一 yp 一 0， 又 因为 "站 x 一 2 了 时， 一 一 由 (9) 
一 站 (让 二 0， 天 此 47=t.。 最 后 第 三 式 就 化 成 为 (2.7)。 对 于 初 姑 
条 件 很 明显 是 一 痒 的 。 
下 而 再 讨论 一 般 的 单独 一 个 高 阶 上 方 程 { 臣 准 型 ) 
Ou ED, Vy Wy Wry Ws sy OP lo 1) (2.9) 
CF 中 合 有 对 多 的 最 席 汉 jp 阶 的 导 责 数 , 并 且 对 变数 2 的 导 夯 数 最 
高 到 PD 一 1 看 ) 。 设 初 怒 条件 是 "二 2? 时 ,= 中 2 一 由 (站. 
为 了 书写 次 便 ， 我 侧 引 入 记 计 : 6 三 Bi, 6 二 0, {vy 二 12) ， 
持仓 


(2,8) 


a en 
其 中 于 pa) ,于 屋 对 于 这 些 六 ， 
… i 上面 的 方程 (3.9) 就 化 成 为 下 面 的 联 立 一 阶 基准 型 的 方 
程 粗 : 
CU Crs = Wor ps 
OR i Ls le 10) 


1 " 六 
Orioxcm = (2£， YY yr, Hyp" 0 (po 1) 


9 弟 1 查 解析 的 髓 微 导 方 程 的 一 般 理 葵 
(这 里 的 0 x (从 意味 着 辣 个 0 现在 的 初 帮 牺 件 是 . 
t=8 ,= ox = py), 
toy eavep = Oe) 
下 人 (2.9) 与 旨 .10) 耸 串 在 上 曾 所 葵 的 初 妈 条件 下 是 等 价 的 。 
完全 同样 地 可 以 把 联 这 高 价 俩 微分 方程 超 ( 基 准 型 ) 的 初始 储 
问题 归 圭 为 联 立 一 阶 妃 微分 方程 租 的 初 退 值 问 题 。 


” 汪 才 1 .上 而 我 位 把 高 阶 的 仿 微 分 方程 二 化 成 联 立 一 阶 拥 微分 方程 租 。 
在 常 微分 汰 程 中 ,用 这 种 右 法 必定 可 以 把 竹 阶 的 太 程 化 威 和 它 等 价 的 联 立 一 

除 方 程 。 但 是 桩 人 蜗 微分 去 程 中 如 果 违 同 初 始 竺 件 一 起 震感， 高 阶 方 程 折 化成 
的 等 价 和 的 联 立 一 午 右 程 粗 的 痊 义 有 有 所 不 同 。 因 为 转化 后 底 让 一 阶 方 程 粗 的 
未 知 画 数 的 个 数 , 比 床 高 阶 方程 的 阶 数 为 次。 二 

浅 每 2 根据 定 浊 2.1, 解 忻 而 正则 的 基准 型 右 程 在 翻 始 午 也 是 解 本 正 
则 苹 玫 的 时 假 存 在 蒿 正则 的 解 。 但 是 如 果 午 寻 酌 数 不 是 解析 正 刚 的 话 ( 邹 
佳 无 限 奖 过 和 炉 可 物 ) ,那么 就 不 一 认 人 存在 薪 方 程 的 解 。 导 如 沙 嵌 -一 下 Canehy- 
Riemann 沪 程 (x yy ty 二 半 是 谢 变 数 ): 

He—= Vyy te—= ~ Hyy 

秋 娃 条 性 是 了 一 0 时 一 950 Wy? 当 TD0, |yji 二 pp 时 这 和 粮 ， 并 当 
xX>0, 1#| 导 PP 时 有 全 微分 ,于 是 wi 一 Jt8) (#=2+i)y 当 x>0, |yi <p 
时 是 复 变数 * 的 正 朋 栈 数 , 并 且 当 7+ 守 了， |y| 二 wp 时 过 楼 。 由 于 当 xw=0 时 了 
的 氏 数 部 分 =0， 所 以 根据 映 扫 原理 ,f(z) 应 纺 对 于 z=0 是 对 称 的 ， 而 可 
以 越过 2=0， 丰 到 z<0 .让 <n 解析 迁 拓 。 [ 当 x<0 时 ，f (z+ i) 
二 并 一 部 兵 一 从 ( 一 5) 胃 堵 了 =#00) 拉 一 节 ( 押 对 于 | 六 天 应 层 是 解析 正 
则 的 。 于 是 邵 果 起 的 不 基 解 本 而 且 芷 好 的话 ， 那么 满足 23=0 有 时 ,2 一 到 (9 ， 
7 一 0 的 解 恒 不 芋 在 。 

注 霹 3 洲 (2. 中 是 炒 性 方程 


Dit -六 入 al, Vo w+ Coy HCL Ys 
满 中 如 引 是 提 灾 莪 ， 并 有 上 且 当 jz 一 到 | 二 ay | 和 一 摇 | 三 P 肝 ; qipyy Be 志 及 
而 + 都 是 正则 殉 数 ;耐量 


(arn | < 本， |b,, = 
则 入 吓 搂 始 和 项 任 “一 如 时， 铬 一 在 妙招 的 解 wy 当 |x 一 2 二 5y | 和 一 成 | < 
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( 葵 由 5 二 otpy 是 吾 品 y 让 前 位 与 括 甬 中 的 量 有 关 ) 时 是 正则 的 。 ( 沪 段 芷 

胡可 以 亚 看 前 面 举 用 的 PetrovsIi 的 书 。 这 个 法 音 将 在 Holmgren 定理 的 

证 明 中 用 到 。 
习题 评 明 联 立 伍 微 分 碳 程 租 人 of wt 是 实 变 煌 ) 

He—= tyy tr=— Wt ty) 

存在 甘 满 足 初 始 牺 件 : 当 x=0， |y!i 三 p 时 ;二 9， t=0 的 解 的 到 变 条 件 是 
ff) 当时 为 解析 正 其 西数 (大 茹 御前 3)。 


$3 特征 面 ( 一 般 Qaucehy 问题 ) 


1. 联 立 一 阶 尘 琅 性 方程 组 的 情形 ”前 一 节 中 我 眉 就 基 淮 型 
的 万 程 讨 窒 了 补 妃 值 间 题 .现在 为 了 征 等 地 处 理 所 有 的 独 广 变数 ， 
把 和 宅 伍 的 全 部 起 作 2 一 人 2 和， 并 考 由 对 未 知 羡 数 w= {wj， 
2) 的 联 吉 一 阶 方 程 粗 

fry, a Oat =0 (El, ,1) 
= 1 特别 为 了 容易 理解 起 见 ， 
可 以 假设 这 个 方程 粗 基 全 灵性 的 , 朗 讨论 下 面 形式 的 方程 粗 : 
> Pa (0) Ot bey, tt) 一 日 《一 二 人。 [3.]) 


发 在 答 关 本 中 葵 定 一 个 向 面 S(n 一 1 杂 ),S 的 方程 是 和 (zx)=?， 
坤 发 % 在 8 上 取 已 稚 的 值 x 一 出 (2) 。 在 这 种 条 件 下 求 (3.1) 的 解 
的 镜 题 吓 做 一 般 Cauchy 问题 。 要 讨论 这 个 期 题 , 可 以 适当 地 变 
换 独 立 变 数 , 葡 和 如 分 让 (+) 一 9%(z) ,并 且 另 外 适当 地 取 n 一 个 轴 数 
zt2) ，… ,中 (0) ,使 得 DDC 和 i 二 ,Dizgy…, gp 玫 0. 于 是 分 


,= y=, Nh}, (3.21 
” 面 抱 独立 变数 z 变换 成 为 独立 变数 zx (在 话 当 的 范 半 Ey ;并 息 
Of OF, 记 作 避 ， 由 十 ， od 


DUO— > oi 0ug,, 
0 .二 1 式 化 成 


10 第 1 章 盘 本 的 如 和 涩 相片 和 的 一 妈 媒 论 
py Yi) + By, 吧 ) 一 站 (也 = 了 0 
0 | (8.3; 
其 中 Ory (这 a Bubs) 
由 于 在 这 时 有 的 :万 程 成 为 = 由 {8) =0, 所 以 可 凡 把 必 生成 是 时 
闪 的 变数 而 得 到 某 淮 型 的 巨 往 ， 但 .是 这 里 的 条 件 是 Bu 的 系数 
ca 所 如 成 的 行列 起 关 D, 部 1 此 处 直 一 出 ) 


pi os 
芝 条 件 是 充分 而 必要 的 。 
因此 ,我 们 把 关于 名 ，…， & 的 二 坎 齐 次 方程 
Sa C2 / =0 (8.5) 


由 做 (3. 了 在 z=z? 外 的 特征 方程 。 对 于 一 般 的 曲 而 8: 四 (2) =0， 
党 是 对 它 上 面 的 点 2 加, 各 二 丰 29) 人 = ,oa 满足 特征 方程 
(3.5) 的 语 , 那么 我 们 就 说 5S 在 cn 处 是 特征 ，183.4 意味 着 尺 不 
是 特征 。 所 明和 如 果 S 不 是 特征 的 话 , 蚌 在 上 漕 是 包 二 夫 (z) 
(出 是 已 葵 的 正 昌 画 数 ) 的 方程 租 (3.1) 的 解 人 2) 存在 而 且 叭 一 -。 
用 确切 的 语 首 灯 表 达 , 就 得 到 了 "下面 的 定理 。 

定理 3.1 若是 当 82 时， Got2) 由 (0) 出 (w) 正 肿 ， 当 
(f=) EE 并且) 0 (2 一 出 . 
此 外 $2) =0 在 ?处 椒 是 特征 ， 那么 方程 打 (8.4) 就 存在 若 
唯一 的 解 多 =tw(2) ,这 个 解 在 z= 二 ?处 正则 , 间 且 当下 (8) 一 0 时， 
Wt 一 太太 全 

和 如果 S 上 所 有 的 点 都 是 特征 的 话 ， 部 

让 工 ，…- 


| Bi) -0 时 ， 之 Ca 从 131.。 


的 时 收 , 那 入 六; Bim) 一 0 就 时 人 敌 (3.1) 的 特征 面 , 
如 果 S 是 特征 面 的 疾 ， 利用 (3.2) 引 估 新 的 独立 变数 性 ， 在 


“| (8.6) 


流 


t= 


#8 特征 面 [一 般 Cauchy 邮 是 ) 11 
(3.31 中 关子 Di 系数 的 行列 式 匀 足 


| 
C2 12 |, 


ta fl sl [el 


se _ 
因 星 存在 着 辑 数 A209) 地 一 1 2,，…,， ,使 诗 
A i 0}， 


一 总， 


了 
[UE 人 at 0, 
对 于 这 些 醋 娄 为 ， 分 
A 
i en ne 2) "~" dn) | 
.1 - nD ' r 
a De 


其 由 13. 售 式 并 用 前 写 记 号 2 一 1 2 就 得 到 


! mm 
二 有 人 一人， (3.7) 
了 一 1 ,== 当 


这 各 是 裔 在 特征 五 说 于 ,这 ?个 阁 数 出 是 nn 一 1 个 独 并 变数 并 的 
图 数 ， 这 些 廿 数 应 该 注 趾 一 个 信 微 分 方程 38.771 当 nw==2 时 ， > 
成 为 常 微分 方程 ;”， 改 在 特征 济 S 上 ， 怠 不 能 鲜 仁 区 地 猴 定 作为 
初 站 值 的 图 数 。 
例 工 mx 一 2 一 0 Bt+Bian0， 
这 个 太 程 的 特征 方程 是 
Ce. 


1 
所 以 在 实数 范 图 内 并 不 存在 特征 面 $ 和 7; 让 一 0， 因 用 , 当 丽 数 $(ry 坊 天 注 
电导 介入 坟 4) 二 0 的 实 解 术 正 斯 陨 炽 ) 面 罕 (0 ,#40 
的 邻 坡 可 以 葵 宪 于 总 的 荨 解 折 正则 南 数 作 六 刘 生 航 订 彤 值 时 ， 这 租 席 立方 
程 在 (8 的 分 域 就 存在 闫 唑 一 角 一 上 下 则 解 . 


2 高 阶 坐 嫉 性 方程 的 情形 ”现在 碎 究 一 下 jp 阶 全 线性 方程 
| 2 Lm 《21 Opps tf (21 ys rt, Es | 一 山 (3 2 8) 


了 | 第 1 童 ”解析 的 仿 抠 必 方 程 的 - - 般 理 家 
[ff 内 和 包 合 最 高 到 的 Pp 一 1 阶 导 页 数 )。 对 曲面 总 :9 人 2 一 0 的 初 
不 : 值 间 题 , 和 前 一 池 一 样 地 引 和 人 人 豆 数 直 二 吓 ; 中 i 拓 办 .3.2) 
那 生 地 作 灾 歼 变 放 ,上 朋 有 。 

dw 0 A he 


m,n m | 
2 1 “ A 2 1 
Cu 达 ， Od dp .+ 之 Botl Gustn? 
并, 上 二] 于 一 


一 般 地 大 

po,.. ro 之 Oa sd pa Or pis (3.9) 
(xx* 中 包含 最 商 到 “的 2 一 工 阶 蛙 硬 数 1。 部 灾 效 后 的 洲 程 仍 是 
只 的 年 各 性 无 各 

之 和 二 村 ， Be, 1 =0， 

lex 
圭 :th ‘3,10, 

oy, ‘np ,之 i nO DP xs 


\ 共 中 手包 含 最 高 强 p 一 1 阶 导 岁数 )。 于 里 88 的 系数 是 
fr = 和， 人 (3.11) 


对 时 ;加 王 (3.I1) 兰 0 旭 切 2 必 为 时 间 变 数 ， 这 个 瑟 程 就 化 底子 
基准 弄 的 Dp 阱 全 厂 性 仿 微 分 方程 。 
现在 对 于 任意 的 鱼 ，…,&,; 我 们 把 下 刻 的 交 次 齐 欢 五 程 

or (3.12) 


虹 做 方程 (3, 8) 在 点 2 处 的 特征 方程 。 如 时 曲 面 :$x) = 
2 处 的 一， A [3.12) ,那么 就 识 访 在 民 处 忆 和 征 -二 
”布下 面 的 定 

定理 s 2 融 中 (2 一 0 在 和 处 不 是 特征 ， 对 于 初始 条 人 性 
t=—0,0 oor) DC 一 二 2 人 一 上 一 本 凋 程 (8.8) 当 将 一 如 
时 存在 着 唯一 的 于 则 解 ， 在 这 里 还 要 假定 一 切 马 烙 的 画 数 帮 是 解 


83s 特征 面 (一 般 Caucuy 问题 ) 13 
桥 而 卫 正 天 的 ,着 日 岂 束 加 它 的 下 一 阶 到 p 二 6 阶 导 责 数 的 值 ,都 
包含 在 正副 的 了 的 变数 域 之 内 ， 

于 外 ;, 著 是 所 有 S 的 点 都 是 特征 的 语 , 那么 8 就 唾 做 (3.8) 的 
特征 而 。 这 时 在 SE 有 =0, 所 以 (83.10) 中 只 留 下 了 nn 一 1 个 
独立 变数 慌 ,-…, 鸡 ， 并 且 这 个 阔 数 各 ，…, 山 1 应 该 满 是 一 个 
偏 微分 方程 ( 当 n==2 时 为 常 微分 方程 ) 。 这 个 方程 对 于 示 : 的 最 高 


阶 数 为 p 一 站 ， 
最 后 我 们 可 以 对 联 立 高 蛤 和 全 赤 性 方 各 和 粗 itt 的 阶 数 为 p 人 0) 
> 全 pen TI OD ,ody fis, Wt} 0 
en (8.18) 
进行 同样 的 讨论 ,这 时 在 点 2? 处 的 特征 无 程 是 人 十 :… 十 六 人 次 
”的 齐 次 方程 


{4111 | 
全) 和 人 | =0, {3.14) 
二 ai 并 m 加 


例 2 S24 063.4=0, 
这 个 太 程 的 特征 面 的 污 程 是 
(ug) 2 一 人 (8.6)2=0, 


若是 会 一 x 一 字 cowyos 那么 平面 4-:0 成 特征 的 条 件 显然 是 名 3 - 1=0， 


因此 ; 假 裔 1 那么 在 这 样 的 S$%=0 上 ,可 以 共 定 任意 的 解析 而 正则 
的 蜗 获 ,作为 如 以 及 它 济 详 5S 的 法 态 放 向 的 导数 高 的 值 。 于 是 在 号 的 孝 成 
斌 存在 着 鼎 程 的 唑 一 -的 和 =i(r vy ， 

可 题 主 对 --: 院 的 单列 平 线性 方程 

Sla, na wx 十 Prz， 1] 二 人 0， 
Pl 

求 它 的 特征 而 方程 。 和 

习 对 2 求 详 让 一 阶 上 方程 加 (x 9 是 独 谋 这 数 ) 

Bet — Da fr， = fi Cr Ny WR) i= 11) 


14 第 1 准 解析 的 而 丽 红 方 得 的 一 般 理 六 
的 尾 征 厂 程 。 
-习题 3 如 果 
$7 ~ Pla,y =0 

臣 例 > 中 租 分 右 程 的 特征 耐 ; 求 党 煌 8. 

淫 莫 。 关 于 非 祝 性 依 徽 分 方程 的 特征 态 程 可 以 参看 Petrovski: Leetures 
on nartial dfferentigl equationsy pp. 2~34 ,不 过 存 覃 时 党 提 到 了 非 鲁 性 态 
程 “ 蚌 利用 解 末 定义 特征 右 称 的 ”事实 下 ;关于 解 的 存在 的 假说 古 不 必要 的 ， 
我 们 只 要 利用 去 程 中 所 后 现 的 未 知 国 数 以 及 它 的 微分 系数 所 了 的 “ 值 就 能 


$4 Holmgren 定理 


1，Holmgren 定理 我 们 在 853 中 已 州 过 ， 对 了 于 解析 而 正 
型 的 起 准 型 微分 听 程 ， 初 她 值 { 正 卓 ) 间 通 存在 着 一 胃 正 出 解 。 但 
荐 对 于 阿 伴 的 初始 值 是 否 能 有 洪 他 的 解 ( 风 如 非 正 划 的 ] 呢 ? 关于 
天 个 开题 ,Holmeren 在 1901 年 驶 系数 基 人 解析 而 正则 雹 联 玉 一 阶 
糖 性 方程 机 《基准 型 ) 的 情形 ,证 明了 一 般 初 始 值 间 题 的 解 的 队 
一 性 ， . 

定理 人 .1 诅 在 缕 性 茶 淮 型 恨 币 分 方程 币 

站 ， m= Hin WA + Dusi Tr, 全 十 cfg， Ar) 
=0,.) (i=1, ,0 (4:1) 
中 ， Grr Py 汗 (2 是 艇 析 而 正剧 的 六 数 ，。 这 由， 在 (2, 
的 适当 的 邻 域 ， 对 于 同一 个 初 妨 条件 WL", YC= 一 中 (YY {ps 是 回 粹 
可 短 的 ) ,无 种 (4.1; 有 一 杂 叭 一 的 巡 粮 可 微 的 解 。 


证 明 ”人 慨 讼 人 专程 祖 ‘4.1) 存在 涛 哎 租 
佣 , 介 宪 们 的 浅 是 z=- ;旧名 ;满足 专程 冰 


Ou oe Ob + bv; (一 工 ; 0 9 (4,2) 


4 和 4 Holimgren 定理 可 
和 和 初 妨 值 条 件 uifzo, ?) 一 0， 现 在 我 们 来 守明 , 在 642 ,7) 的 邻 域 
必定 有 4 兰 0。 不 类 阅 题 的 一 般 性 可 以 会 (zw ,1 一 10,01。 5 
2 2+， + w= Ya t= 
所 独 六 变数 守成 z', y', 于 是 


dm Ot bp, 


类 而 导 .22) 就 不 为 
可 1 mi 1 
(0 > Zu0 ol ] 0— > in ud i 
(Ei, (4.3) 
这 里 


Ci 一 2 人 一 了 2) 
当 i ; 话 当 小 时 ,由 于 
66 一 > 2yu di 1 0， 
所 以 出 (4.3) 中 解 出 Bw 就 得 到 
ator 袜 袜 人 十 by, (一 工人 。 (4.4) 
这 里 joy 2 在 避 = 上 0 处 让 二。 又 才 姑 条 件 是 


Fr 


Vy 时， 二 二 0, 
下 面 我 俏 指 出 ;他 (0， 0 适 适当 的 统 城 ， 当 oy 站 : 时 ， v= 人, 
将 先 我 们 定义 两 个 微分 运算 子 六 及 六; 


it , 
nie] sv — 2 > do Guy — 2 biti, 
1 


ih mot > 已 ， wlan 放 一 > bw 


对 子 任 意 速 纺 可 微 的 男 数 "，w, 就 有 


TI 第 1 章 解析 的 复 痊 俘 厂 程 的 一 般 理 薪 


PCB [9] ~ oF Lew)) 


-amd 4.5) 


1=1 ££=I 


现在 介 下 代表 &”*! 空间 中 的 曲面 2 一 之 扩 (mr 私 ); 和 人民 
表 不 面 z's (>0 (mz 条), 并 且 合 
下 = 是 六 上涨 足 0 志 2 所 & 的 部 人 好。 再 
命 区 ,与 所 界 的 窒 间 为 HsCm+1 
蕉 ) 。( 适 当地 选取 40 的 语 ) 那 么 在 
K, 上 就 有 w=0， 而 在 开 , 内 由 于 
(和 .4 而 有 产 [2j 一 0。 现在 裔 ww; 是 在 
了 H+ 芭 。+ 工 内 如 炽 可 微 的 画 数 , 排 
满足 


Fi[w]=0, ‘44.6 
图 4.1 ， 荐 由 于 届 .5) ,就 有 


| Sy GF [oI — vuF* Lo] ) drdry 0 


! 了 入 
-一 | 收 - (之 vw dvdrgy __ >! > | du Goma) dp "ar 


1 f= 二 ji 


-| 全 oj -| i (2 ro jary 


Et tor 
1 本 、 _- 
一 > 和 >| (rd A or Ce 
+1 41 1 Hm 


(a ig ny 1 ” 1 1 pn) 9 
得 由 于 在 五 。 上 有 一 0, 所 以 


jn) 0. (4.7) 


但 是 根据 $2, 若 (3 站 是 任意 的 有 理 责 数 , 肿 方程 (4.6) 有 解 
由 使 得 在 2 一 和 处 ， 包 一 由 人 人) 。 这 个 解 的 存在 域 ! 当 6 适当 小 的 
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时 ) 与 4 反 内 (YY) 的 选择 无 关 { 兄 32 注意 引 ， 因此 ,4.6) 在 全 部 
豆 , 中 成 立 , 未 且 在 (4.7) 中 全 让 一 页) 由 成 立 。 可 是 4 禾 开 
所 截 的 部 分 是 有 和 异 的 阴 和 全， 所 以 据 Weierstrags 定理 能 够 选 埋 一 
个 有 理 雷 数列 fg 人 lg)} 使 它们 一 玻 地 收 全 于 贾 数 久 , 作 了 这 样 的 
极限 过 程 以 后 ,就 得 到 


| (= ot )ary =0， 


所 已 在 也 上 有 0 但 是 这 里 的 s>0 丰 适当 的 范围 办 是 可 
殿 任 意 选 择 的 , 从 而 在 (2 一 10, 0) 适当 的 邻 城 , 当 一 3 
时 有 2 一 0， 如 果 把 独立 变数 由 (2 9) 变 回 镜 (z ,家 ,者 么 就 是 新 ， 
在 tf, VY) 一 10, 人 0 适当 的 邻 城 . 当 2…0 时 ,有 一 0。 自 然 可 以 用 
一 2 代替 ,于 是 对 0 网 样 得 到 了 w=0,. 证 毕 


注 蕊 ”在 定理 4.1 的 证 朋 中 站 用 淹 了 玉 的 柔 数 的 和 解析 正则 性 ; 妇 ,, 及 
br 表 是 让 册 贺 数 。 若 基 不想 蔽 系数 的 正则 和 任 ， 那 么 就 不 能 物 得 到 与 市 诠 炎 
型 万 美的 炸 果 。 对 于 一 个 独 让 这 数 人 = 二 的 方程 ，Carletmnan 在 1039 年 骨 
得 到 了 下 面 的 酝 果 。 
Ora tf < 有 尘 ， wi 国 为 这 里 上 = 二, 所 以 4 了 及 去 不 写 ) 二 次 坏 
粮 可 微 , 5 回 粮 (ci 也 回炉 ) ， 此 外 设 短 陈 (9i0) 说 有 析 司 的 本 征 值 ; 邮 * 的 I 
欢 占 得 
人 | = (4.8) 


nl 1 1-+1, ur 


没有 相等 的 要 {对 了 水 昨 实 根 的 情形 由 一 样 ) ， 于 处 对 于 同 一 个 初 舱 肖 人 让 
二) ;方程 在 (0， 0) 适当 的 邻 感 ， 当 0:s2 时 ， 只 有 有 唯一 的 -- 科 解 ， 
大 土 1. Carleman: Sur un Droblsnae a Umieitd ponr Jes syslines d'égqualioly 
aux drrivees partiélles & deux variables indépendentes, Arkiv fir Math. 
Aat. orh Fvsil 26. 

有 许多 的 学 省 奴 困 本 把 Carleruan 定理 - 般 化 的 工作 , 下 要 是 要 消 绪 对 
本 考区 中 下 的 限 有 制 条 件 ， 得 是 郁 深 有 有 收 到 成 时 ， 最 近 站 二 在 1051 重 价 拉 
出 落 记 未 对 季 .8 的 要 附加 和 某 件 , 形 么 能 作成 一 个 例 于 , 这 时 哩 训 gf 匹 , 撒 演 
这 镇 可 微 ; by 二 0 而 wi 也 无 限 式 速 波 可 徽 ， 关 月 am 与 它 的 任意 阶 导 渤 数 在 


下 


18 药 E 刘 和解 入 的 仇 答 续 方 种 的 一 舰 理论 

z 一 0 处 都 竺 于 0 但 是 在 z=0 网 孝 域 站 人 能 够 不 恒 等 玫 震 。 这 个 网 子 是 值 
得 [起 我 们 证 各 的 。 届 PHis: The problem nf uniyueness [or te solutiou 
of a sygtebl tt partial differential eqnations, Bulletiu de lAcad. Polonaise 
des Se. 31951. pp. 55~57, 

3， 一 般 的 Dauchy 问题 ”前 地 对 基准 型 方程 叙述 了 Holm- 
gron 定 举 。 利 用 38 的: 太 法 ;可 这 拒 它 推广 到 一 般 Cuchv 于 
十 的 情形 ， 渴 在 考 虚 地 = 为 外 开 详 数 的 联 立 一 和 阶 鞠 
性 万 程 和 

了 4 F_ 
全 之 ;tl 于 证 二 oO) 全 ‘9 
1 二 工 上 一 一 ， 


寺 设 率 数 sp pn 在 23= 虽 处 者 是 解 入 而 正则 的 。 洪 在 各 中 有 有 
曲面 S :B21 一 0, 所 是 非特 征 的 [部 全 .4 成 立 j 出 (一 0， 而 县 
史 在 2 一 2 是 正则 的 商 ， 那 么 适当 尘 择 在 z=2a 处 正 即 的 画 数 
9 可 作 (3.231 的 变数 变换 。 变 换 的 精 果 ,就 能 得 到 在 2' 二 2" 
的 令 城 与 (4.9) 同等 的 基准 型 方程 租 , 井 有 它 的 柔 数 在 必 一 2 处 
大 正 央 图 数 。 于 是 根据 Holmgron 定理 就 能 知道 ,方程 粗 (4.9) 在 
和 在 唯一 的 一 租 解 , 宪 在 z= 丰 的 邻 城 连 种 可 微 ,并 有 在 人 S 上 到 已 加 
的 位 作为 初始 值 。 

特别 是 , 当 特 征 方 程 :3.5, 不 具有 人 实 向 量 &0 的 解 的 时 械 ， 
我 们 束 称 万 程 .4.9;[ 或 是 3. 日 ] 在 2 一 9 灶 为 撞 图 型 的 。83 例 
的 方程 在 全 符 面 中 是 椭 国 型 的 、 设 方程 (4.9) 的 系数 gw, 及 b;， 
算 窒 图 梧 的 其 一 个 开 区 域 忆 中 是 ( 实 ) 解析 正则 的 , 才 比 村 于 认 
有 卫 的 点 , (4.9}) 蚌 椭圆 型 的 。 获 时 , 着 .4. 久 的 两 粗 在 DD 中 速 炉 
下 徽 的 解 在 忆 内- -点 za 的 名 域 ( 下 给 这 个 邻 威 和 多么 小) 一 致 , 那 
么 过 两 短 解 束 在 全 部 卫 中 一 致 。 靶 证 表 苇 个 事实 ， 只要 证 朋 
oA2) 三 0 的 方程 入. 外 在 2 一 a 的 邻 域 的 和解 一 9)=0 必 在 整个 万 
下 午 于 过 邹 可。 现在 用 扩 证 法 ; 假 坝 在 五 中 的 其 一 部 寻 2rz) 天 全 
因为 供 据 抠 哉 ， 在 必 内 使 得 wtz) 一 0 的 部 分 共有 内 点 ， 所 帮 
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可 以 在 D 内 适当 地 作成 一 个 球 消 三 总 (2, 一 ql)?~r?<0, 使 得 当 
0,2 一 0, 才 是 对 于 球面 =0 上 有 一 点 z=2', 在 这 个 点 
的 无 论 多 小 网 名 域 中 一 定 在 在 着 这 样 的 扩 , 使 入 wz2' 兰 9. 但 基山 
于 叱 0 在 2 一 悦 处 正 草 而 下 不 旦 特征 的 ,所 坟 满 足 " 当 中 一 0 时 ， 
人 一 有 的 解 wizl 企 =2 的 侍 域 中 一 定 等 于 寺 : 因此 洲 在 万 
中 假 己 存在 着 知 2 关 0 的 部 分 , 议 能 得 出 子 盾 。 所 以 在 整个 中 
wf 一, 
这 理据 计 的 椭 因 型 定义 ,以及 解 的 路 一 性 定理 ,可 以 推 1 到 高 
阶 入 性 微分 故 程 的 情形 .我 个 可 凡 预 淹 ， 当 桶 车 型 贸 性 人 己 徽 分 方 
至 的 系数 不 是 解析 而 亚 划 时 ， 唯 一 性 定理 也 能 盛 立 。 可 是 对 了 荆 一 、 
般 的 泣 形 现在 还 没有 能 束 入 到 证 朋 。 
”由 于 高 阶 的 方程 利用 独立 变数 的 变换 (3.2) 可 以 往 化 成 为 联 
开 一 阶 方 程 和 和 (2.10)， 地 于 对 于 席 阶 他 徽 分 太 程 认 一 般 Cauehy 
日 题 5 正则 ， 访 :p 一 0 非特 征 ) ,天 olimgren 定理 仿 然 成 立 。 我 们 
现在 举 波 动力 各 为 例 : 
au 一 局 纺 ww 一 0. (4.10) 
在 等 关 芋 ” 中 已 避 用 一 4 遇 为 下 点 的 从 面 


下 (2 一 40)? 一 总 类 =0 人 > 
是 方程 (4.10) 的 特征 省， 六 祭 面 2 一 9 稚 这 个 入 面 所 蕉 的 部 分 
(e 一 0 阅 的 so ) 为 品 ， 兰 全 办 在 避 与 天 e 之 问 的 空间 部 分 为 
= 本 身 志 向 < 侣 。 > (FP 
现在 泥 在 S, 上 上 粮 定 了 4: 及 的 初始 值 ; 我 们 求证 朋 ,方程 (4.10) 
的 二 次 巡 粮 可 微 的 解 + 在 如, 中 是 唯一 决定 的 。 为 了 这 个 日 的 ， 
只 要 指 田 ,在 上 4=0, tw 二 0 的 解 ， 在 瑟 , 中 w=0 序 可 。 首 先 
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把 五 , 芽 小 一 些 使 之 成 为 豆 :0<o < 的 ,对 于 任意 的 %*,0 和 <1， 
考虑 曲面 
,= a1 {Td 2 > | — 1—iiz=0., 
显然 Pp. 一 050 -1 不 会 有 特征 版 。 
当 久 由 加 0 变 到 1 时 ， 划 面 号 一 0 将 通 
过 豆 。 中 的 每 一 个 点 - 当 和 一 0 时, 曲 
面 % 一 0 与 平面 20 一致 。 但 基 根 
据 二 olingren 定理 , (和 .10) 在 人 S, 上 渍 
正二 人 0 ws 一 0 的 解 , 必然 在 Dw 的 适 
当 邻 域 中 满足 4% 二 0. 也 就 是 说 ， 当 
一 和 完好 小 的 时 相 , 在 者 =0 的 小 
在 如, 内 的 部 分 上 ， 与 它 的 芝 图 数 
部 等 了 于 知 。 假 者 现在 4 不 在 束 个 五 。 
轩 4.2 六 都 请 足 4&=0, 那么 一 定 存 在 车 一 个 

适当 的 数 入 ，、 满 足 0<%…1, 使 得 对 于 所 有 满 是 0 太志 坟 的 入 ， 在 
中. 一 0 的 沙 在 如 i 内 的 部 人 对 .上 ,4 及 它 的 导 夯 数 都 等 于 雾 ， 介 是 对 
> 和 无 洽 和 时 和 元 近 ) 圭 虹 新 不成立 。 现 在 因为 在 四 =0 的 洲 在 
地 内 的 部 苏 上 , 习 及 守 的 导 夯 数 都 等 于 老 ， 所 以 根据 Tiolmgren 
定理 ,对 于 满 吓 上 .入 一 7 十 Sl6 外 当 的 小 ) 的 和 在 由 =0 的 落 在 五 ， 
的 部 分 二 ，2 与 它 的 时 贾 数 都 等 于 雳 ， 这 样 就 引用 了 和子 盾 。 故 在 
幕 个 电 w 中 4 一 0。 由 于 了 欢 笋 于 ea, 所 以 在 整个 互 , 路 4 一 0. 法 
就 是 训 在 六 ,内 ,4 的 秸 是 由 宇 在 S。 上 的 彻 妨 秆 及 忒 所 决定 
的 。 因 此 在 这 种 意义 下 ,我 们 把 起 ;叫做 5 的 决定 区 域 。 ” 

9 组 对于 加 =1 的 情形 ,具体 验算 波动 古 程 对 于 | 4 的 决定 区 域 是 
0 


第 2 童 一 阶 拟 黎 性 偏 微 分 方程 


本 章 叙 述 一 些 单独 的 一 阶 期 团 性 悍 徽 耸 方 程 的 一 般 性 质 以 及 
求解 的 方法 。 在 本 章 中 ,如 不 特别 划 以 设 切 ,我 们 假 占 所 考虑 的 画 
数 虱 是 在 某 一 个 适当 范围 ( 即 在 一 个 锥 数 等 于 独立 变数 个 数 的 空 
间 的 开 区 域 中 ) 内 连 炉 可 微 并 仅 取 实 数值 的 画 数 。 


so 特征 曲 糕 


首先 为 了 使 问题 简单 化 ,我 们 诗 葵 琴 个 独立 变数 ,y 的 情形 。 
裔 志和 熔 的 方程 是 
Atm, y, Wout Biz, y, 人， WU). ‘Bb.1) 
现在 把 zwy, 4 当 作 直 欧 华 标 六 考虑, 居 (5. 了 DD 的 解 w 一 xz 丰 基 
匠 一 个 曲面 .上 的 点 的 集合 ,如 分 好 2 多 处 曲面 的 法 加 向 量 为 力 
(适当 趣 取 ' 筷 的 天 小 ;区 
R= (Ou, Ou, —1). 
区 在 点 ty 9 位 寻 BI 和 估 向量 323 (Monge 向 量 1, 宇 的 定义 是 
P= (Ar, yu Pig yy dy OR, yy, H)}, 
根据 :65, 卫 ,48 与 的 数 基 有 ;等 于 9， 鳃 
nt = Ad tt BOMu— 0 =0., 
这 就是 有 mt 处 处 正 迹 于 曲 西 业 一 2 7 的 法 线 全， En Pt -上 肝 面 
= 4 四 相 切 。 于 是 得 和 玫 下 面 的 苇 弱 
定理 .1 和 现 数 汪 一 % (人 2， 押 ) 是 方程 6. 工 的 解 的 充分 必要 荣 
件 是 ,在 中 2 人 及 工 的 餐 个 点 {2 2 从 处 ，Monge 向 量 亚 与 
担 面 &= 一 we 幼 相 切 。 
下 面 讨 花 多 个 邹 站 变数 的 情形 ,这 里 歌 工 = ia ty) 。 是 外 ， 
& , 


on 划 呈 这 “一 春山 狂 性 何 微 寻 方 名 


渡 所 和 烙 的 方程 沟 
> 4,z, WO = Ly HW), (6.2) 
这 时 ,在 上 "Wm 突 闻 的 Mongs 向 量 定 义 为 
Wt 1 ly， 4 PIL, W)}, (6.,3) 


和 和 前面 一 样 有 和 如下 的 竺 果 ; 

定理 和 .2 而 数 &=wl 是 方程 6.2) 的 解 的 充分 必要 条 件 是 ， 
在 世 二 (2) 上 的 第 个 点 (2, 四 处 ，Monge 向 量 现 与 w=tti2) 相 
DJ], 

因此 我 们 要 研 先 在 三 7 中 Alonge 章节 序 作 威 的 癌 量 场 ， 写 
时 类 请 中 下 麟 的 常 微分 万 往往 


性 - . 
ot Fy A 全 人 一 


wl 1 下 
这 和 组 廊 程 时 做 方程 必 .2) 泡 畦 征 微 分 方程 钥 ， 它 的 解 蚌 曲 米 人 (2,w) 
二 Az 引 ( 引 是 曲 科 的 参 变 数 }, 这 种 曲 如 号 做 方程 (5. 凶 的 特征 
蝎 线 ,于 是 得 和 到 了 下 而 的 定理 。 
定理 .3 “一 2 人 2 是 (5.9) 的 解 的 充分 必要 条件 是 ， 关注 
vw 二 UtF) 每 一 个 点 的 特征 曲 训 一 定 落 在 由 面 =w(z)_ 上 。 
通明 首先 并 明 充 和 从 性 ， 
显然 下 册 面 盖 乓 2 二 的 每 个 点 处 ，Monge 向 量 与 曲面 秀 团 
(通过 示 接 伐 及 姜 程 即 得 )， 但 是 Xionge 同和 量 是 特征 曲 弗 的 切 缮 ， 
醋 记 分 性 成 六。 
为 了 证 明 必 要 性 , 识 4 二 wf{2) 是 方程 汕 .2}) 的 解 ， ,是 则 
间 上 的 一 虎 ; 好 二 W616) 。 现 在 考 讶 7 的 常 第 分 方程 
A of yl, 0). (5.5) 
庶 这 组 方程 旅 足 和 荣 件 " 当 1 一 0 时 2 一 各 的 解 是 了 一 2 的。 大 使 


旧 


85 特征 曲 力 28 


wet - it), (Bb.6) 
由 -Ff 2 00 = dn 二 人 并 红 
oi TE 人 
-一 加 一 ff 


+| 
一 之 1 {Or A TP, Ho TIT rn) 
4 一 


一 的 拥 ]， 
所 以 由 :5.5) 及 六, 全 下 有 
9 wt) = tA, ty PR WD 


这 就 是 说 ， 则 芹 %=tw'2) 包 倪 若 通过 它 上面 的 点 过; 人 的 特征 出 
线 他 ， 虽 一 好 夫人 这 条 了 灿 线 显然 地 哈 一 的 。 证 此 


例 py 二 
v= 


这 个 专程 的 特征 微分 三 程 世 
他 
Eh 


所 坟 汪 二 0 时 (Ty 宇 著 ; 旭 的 解 记 
T= He 

科 et=X; 网 X 是 任意 的 大 于 党 的 普 量 。 现 让 把 (了 站 考 左 为 w=tt (xz) 上 
加 的 任意 的 点; 于 是 以 生生 9 六 >0 也 是 二 让 拓 的 点 .这 就 呈 裔 7 必 舌 
满足 未 件 ? 仿生 全 窟 的 ; 可 地 为 7 站 
由 2%> 0 上面 的 荣 件 就 足 

PTE A 
即 # (区 是 上 次 的 许 医 加 丈 ， 

壬 鲁 ”如 押 把 方程 生 . 纪 的 两 过 忆 滋 以 -个 医 数 并 (7 共和 0 则 得 到 一 
修 与 妇 : 纪 等 价 的 方程 。 国 为 Monge 疝 量 滋 以 教 拒 并 1 二 去 后 瞩 癌 不 
变 , 关 日 特征 晓 沧 的 大 变 肆 可 充 攻 作 任 意 的 变换 ,为 了 反 呐 这 个 性 项 ;了 人 们 可 
以 更 好 地 条 用 下 面 不 舍 参 变数 的 对 称 形 式 来 代 妊 慰 征 微分 方程 后.4 , 训 


好 3 _ 更 了 所 


To— 


A Tt 让 机 4， i 瑟 Cy 1 : 
着 足 《1 有 Li ny 这 伴 的 铝 190 29 同人 币 去 程 人 .3 


a 
,Oo -一 让 王 廊 寻 ， 


如 


”24 第 2 工 一 阶 迄 禾 性 仿 拆 妇 方程 

和 肌 于 党 点 。 吉 果 tf) 10) 不 是 ‘(5,2) 的 正常 点 ， 那 区 和 4 
一 07 这 个 时 候 : 如果 hy tw 再 满足 7 0 二 0 出 通过 点 (0 地) 
有 村 征 则 区 (二 村) 2 就 嵘 化 成 为 这 点 (940) 本 司 。 邵 思 丘 人 0 0) 
于 0 ， 天 通过 点 (23; #0 的 特 证 曲 鼻 的 切线 【Wonge 向 量 】 村 行 于 二 ( 即 
迁 枉 于 屏 于 面 ) ,这 时 合 有 (0， 9) 的 束 秆 可 微 的 解 的 曲面 #=2t7) 是 不 存 
在 的 。 


$6 Cauchy 存在 定理 


根据 定理 8.3, 方程 嫩 . 约 的 解 的 归 面 所 厅 ) 是 由 无 限 多 蛙 征 
曲线 钥 成 的 .但 是 每 一 特征 有 间 校 都 是 一 蕉 网 形 \ 一 般 地 说 ) ,而 解 的 
册 而 | 二 Wiz) 是 % 杂 的 图 形 , 所 过 通过 在 昌 面 4-…wis) 上 作为 ! 适 
当 的 ) 改 口 的 nn 一 1 雁 流 形 ! 当 n=2 时 为 曲 烧 } 上 每 点 的 特征 曲 严 
的 会 体 租 成 了 曲面 w=t!{zY。 就 是 说 ， 我们 款 为 方程 (5.2) 的 解 ， 
， 可 以 把 要 求 宪 包 合 一 个 1 一 1 座 的 千 她 流 形 ‘(下面 者 承 参 变数 ) 

Ty BI 1 ee) (6.1) 
HB, ry $1) 
作为 条 件 来 决定 。 用 确 贸 的 语 营 来 叙 还 ， 旦 用 8 81， …, $1) 的 
写法 ,就 有 
定理 6.1 衣 初 她 流 形 (6. 二 浪 足 条 件 


Aietsy, BIg) do's) 0, (6,2) 


而 (2 2 是 (6.1) 上 的 任 辣 的 点 ,有 则 在 =z2? 的 适当 的 邻 城中 ， 


在 着 方程 (5.2 的 秆 一 的- 扯 仍 ， 它 满 足 和 茶 件 : 当 w=ats) i J 


—B(8)., 
耳 明 发 当 :-0 时 , 注 是 条 位 (8; 一 (a, AB) (@ 的 方 各 (5.4 
的 荐 (特征 曲 绕 ) 是 
《2 (G6.8) 
好 | 


地 


所 


1 


#6 Cauchy 站 正定 如 25 


_ DE,, ~ ,) 
ly B19 gS 1) 10 


一 Asim, 后) 器 0 Mm 


这 个 式 子 哎 音 味 茬 z== 蔷 {i ,38) 这 个 夯 数 关系 把 了 = 扫 的 人 部 域 与 
(5 3 一 人 0， 93) 的 邻 域 作 成 了 工 对 工 的 对 应 : 因此 可 以 认为 刀 8 是 
z 的 南 效 (连续 可 徽 的 ) ， 部 (i, 引 一 全 {2) , 于 是 会 
{fw 88) = u(r), 

出 对 名 =&t2) 基 出 特征 曲 炙 的 集合 (6.3 引 所 构成 的 曲面 , 所 以 它 是 
(6.21 的 解 。 叉 因为 在 ZzZ-- 2 的 邻 域 中 , w -al8) 恰好 对 应 着 1=0， 
所 岂 当 z=al8) 时 , t= 记 (8)， 

再 省 全 .2) 的 解 的 曲面 ww(w) 非 包 售 通 法 (6.1) 各 点 的 特征 
曲 和 不 可 ,所 以 由 (6.,3) 所 构成 的 曲面 必定 是 解 的 曲面 。 评 绪 

例 工 xie 十 ya 一 中。 

试 求 这 个 方程 包含 初始 时 炉 (zy yy 4) 一 {eoasy sin artfs)y 的 解 。 因 为 
还 过 动 始 里 米 符 点 的 特征 曲 闪 是 


CTs Ys WD) = {eos srel, sin Seety ¢ (3) ert}, 
所 以 龙 辟 得 到 关系 s=tan-1(y 各，t 一 jogwo 十 经 。 因 此 
t=* tan liye) (2 


[4 a | _ leoss — sins 


+ 1, 


,6.2)] 


在 这 个 例题 中 ， 笨 伯 (6， 2) 是 


的 。 
调 立 attte 十 4 一 了 
到 补 姑 时 入 是 (1 二 {83 28y 0 十 51}， 特征 徽 分 三 程 就 是 zr'=#， 
= 了 Ww 一 1 所 以 通过 彻 始 曲 线 各 点 的 特 作曲 钱 是 。 
人 二 部 十 te 十 人 二 二 在 已 ， y=25+f, Unt-3+t, 
把 8, t 解 成 +, 4 的 国 数 , 灶 代 到 咀 后 一 式 , 划 有 “ 


| QQ 
Ht 一 一 上 十 VE 下 ， 


二 |， 所 以 总 基 成 立 


| 4， As ‘SINs enss 


1 2 | 
更 在 条 件 (8.2) 是 ， 1 二 20; 所 以 当 c 关 0 时 ,条 件 人 .2 成 了 闻 ; 当 


人 旁 3 机 -具有 线性 筷 濑 呈 廊 种 


“0 时 ;不 成 立 ， 这 个 虹 候 由 于 Cr 后 39 2 所 PL 有 7 一 太 信 =0, 于 让 
解 的 划 画 到 年 面 (ery #7 均 正 草 嘱 ， 位 仅 在 这 条 曲 缠 一 坊 本 = 人 0 的 一 侧 症 溺 
的 。 而 站 这 冰 汪 角 眶 yy 的 值 成 为 癌 ， 

注 蓝 1 本 定 环 .1 中 齿 吧 由 宙 区 煌 A i B13) 可 
一 次 融 灼 可恨 就 积 了 ,此 症 在 并 这 些 国 攻 元 上 次 囊 种 可 微 ; 弄 人 尖 解 二 (2) 
也 怠 站 芒 这 征 可 届 。 朋 如 再 这 些 回 锭 者 总 解 厅 正则 的 向， 那么 解 4= 一 2 人) 也 
时 解析 正 岂 的 。 

注 蔓 2 空间 产生 中 的 特征 曲 先 人 和 4 和 人 到 > 空间 五 " 的 正 虽 j 
晴信 要 睛 特征 曲 炎 . 东 特 但. 窟 的 几何 究 羡 就 是 亲 : 莽 础 竺 征 昌 车 
不 周 于 作为 初 姑 的 蔽 而 流 形 < 一 ats) 。 

共 吏 } 如 时 个 .玉成 立 的 请: 如 1 drat Bf) 二 (0 0》 所 
碎 可 试 为 万 粹 流 形 郁 居 册 正常 点 所 粗 成 的 。 相 太 ; 节 是 (yt 是 正常 点 ;我 
从 在 z= 玉 3 的话 当 的 训 域 ;可 肥 一 个 所 省 10 友 ) 而 上. 人 成 立 的 彻 畏 流 形 ， 
全 如 人 根 谱 二 (2 中) 正和， 可 以 了 

Ms} Ty rs) sy en (8) 二 31-13 
Be 可 以 取 满 足 穆 件 Se 一 和 的 任意 癌 茹 。 这 样 侣 ,和 就 在 5 一 ( 进 ， +， 
芭 ) = s0 的 适当 的 邻 坡 成 立 。 在 这 种 情况 下 ; 初 妨 条 件 成 为 
二 于 d= BR{ray 
另 关 和， 因 沪 击 =<0 所 以 可 以 把 六 认为 下 时 间 谈 数 ， 而 把 记得 化 威 为 盐 
准 刑 。 
习题 1 宁 条 你 46. 咏 成 并 ;其 
Rk ( A = "一 1, 


.于 是 在 码 .=ats?) 的 银 域 :不 和 去 一 般 人 性 ,可 以 做 禹 


站 上 rl 
站 必 
点 一 外 rm 1 | TY 和 


Ln 
这 个 对 例如 党 
TL To gy Th) {二 2 
把 独 江 灾 数 工 拱 成 独 守 变数 7z 于 于 亦 程 三 , 写 就 窜 价 圭一 个 皮 为 时 间 右 
数 的 基准 珠 注 各 , 演 时 的 和 初 楚 和 条件 芒 
当 刀 一身 有 时 Br 
( 千 解 本 题 有 国难 的 疾 , 可 先 拥 下 而 的 习题 。) 
习题 2 潮 于 下 列 的 微分 皮 程 求 包 合 认 和 初 妨 烛 篇 的 解 。 


tm a ek Bi 


器 
7 亚 成 齐 次 转 性 方程 的 变换 27 
(at 上 和 HT 一生 
初始 归 生 人 2 yy 划一 (aeossy Sin sy sin 2s), 
hy 下 人 十 3 一 中 2 


初 姑 曲 枪 (7y， 9 #4) = CO 8 tt sy. 


57 ， 变 成 齐 次 续 性 方程 的 变换 
1T. 一 阶 齐 次 态 性 微分 方程 


现在 考虑 方程 
do)aw=0， (7.1) 
这 种 方程 的 尾 征 方程 是 
d 
0 


因此 基础 对 征 曲 镶 人 充 由 前 个 廊 程 就 能 完 公 决定， 而 与 的 补 她 

值 无 闫 。 这 谣 是 说 , 沿 着 每 条 基础 特征 掀 燥 的 必 的 值 保 持 不 变 , 反 

过 闲 ， 济 奏 牺 共 础 特征 曲 厂 的 画 数 值 保 持 一 定 的 画 数 =w(2) 

必 是 方程 (7.1) 的 解 ， vv 

一 般 了 她 融 ， 如 果 有 一 个 画 数 六 cz) ， 它 的 西数 笨 沿 着 徽 人 落 访 

程 粗 
dr dr ., a, (7.9) 


Ai®) Aslz) Gy) 
的 每 一 条 人 解 曲 多 2=2zt 保持 不 变 的 庙 ， 划 称 这 个 西数 7rz) 为 
(7.3) 的 积分 ,于 是 有 这 样 的 精 果 : f(z) 是 个 .3) 的 积分 与 w= 了 (7) 
是 (中. 的 解 这 两 个 事实 大 一 致 的 
现在 贞 z=z? 是 (7.1) 的 正常 点 ， 并 且 假 山 41(2) 兰 0 (在 
4 一 2 的 邻 域 部 成 立 ) ， 在 (7.3) 中 把 2 潭 成 是 独 刘 变数 ， 邢 馆 
(7 了 .3) 就 碳 为 普通 的 微分 方程 租 
dr, A 


dz A (wm) (#2 (7 .和 4) 


29 第 了 向 一 阶 而 加 性 俩 微 导 方程 
融 方 程 组 !7 .4 的 一 般 解 是 
2 
(这 里 c，…，c -1 荐 积分 党 数 ), 并且 有 
Drs rs Pu 基站 [了 .6 


Diel, ***, On_1) 
(在 各 ,661 的 适当 的 范围 叫 成 立 )。 夏 如 我 们 把 入,5) 小 
成 是 六 程 烛 (7. 满足 条 件 2 一 2 时， B41 一 0, 的 解 , 旭 儿 (29 ol 
一 而 可 得 色 (7.6)。 于 是 全 2/1 一 EI，0) 由 于 
(7 5)， 故 在 3 一 2 适当 的 邻 域 ,可 以 把 4。 解 出 成 为 的 商 数 ,从 而 
得 天 与 (47.51 等 价 的 关系 式 ; 


C= ffl, "Ts TP) 了 一 下 吕 一 工 ) ， (7.7) 
因为 上门 与 他 .可 是 同等 的 ,所 坊 
FD) og) = Co 12 二 中 ptT1， 6 ] | {7.8) 


芝 六 人 是 67.3) 的 积分 ,和 所 就 是 .1) 的 解 . 小 姬 由 于 (17.3) ， 
Difs, i 了 1 ph, 1 . 1， 


Dizrsy 2, Pn) cd Diery :+ C4 1) 
所 芒 
天 (六 1 人 0 CF.9) 


ni, "ss Tl r= 
上 上面 我 全 人 让 在 41(2 ) 半 0 的 假 高 下 作 了 讨 认 , 一 船 地 衣 ， 如 
果 2=2 且 方 程 玉 二 的 正 季 点 的 请 ,于 人 么 在 z 一 邓 的 分 域 ,必定 存 
在 着 ”一 工 个 方程 凡生 的 解 业 一 六 并 是 满足 


| I. ,1 


RE (8, fl2) Mr )={%—D. (7.10) 


于 人 姑 , 恕 杂记 (1(2) 是 方程 他.1) 的 解 ， 别 它 俏 料 

合 而 成 的 画 数 
中 一 和 (FE (7 .11) 
好 是 入 . 王 的 解 ( 洛 着 每 条 基 珊 特征 曲 萎 画 数 值 不 变 )。 反 过 素 , 如 
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果 zw=Z2 是 习 . 卫 的 正常 所 ,而 Y= 人 是 方程 (7 .1) 满 足 条 件 (.10) 
的 解 , 基 (7. 几 的 任意 解 一 定 可 以 写成 他 ,1D 的 形式 {在 2= 氏 的 
邻 左 )。 可 实 上 ,如 果 (2 天 0, 有 由 


[2 ， 
Gift Avr) dB 一休 


可 往 
Rk (3,f, | Ra = 一 于 


pa bl 
所 凡 如 人 六 (0 一 吕剧 在 zz 一 2 适当 的 邻 域 , 利 用 17.7) 可 以 把 
3 2 苦 册 成 罗 多 ep ea 的 坝 数 ,从 而 得 到 公式 (7.5)。 
(7 .5 是 常 微 全 万 程 组 他 .3 的 解 、 

现在 入 4 和 = 是 (i. 了 1 的 解 ， 那么 它 在 治 着 和 他 .3 的 解 人 7.5) 
上 :必定 有 一 定 的 也， 于 是 

WD) gd) — 0 7 C411), (7 .12) 
但 是 (7. 态 与 {7.7) 是 等 价 的 ,所 以 
p(T1, €) c=i{r) Ttls 
于 是 在 (7.12) 中 将 6, 换 成 六) 后 , 就 得 到 
up} = Ft) ), 

粽 上 所 迟 , 就 得 芭 了 下 面 的 定理 ，。 

定理 7.1 在 人 7.1) 的 正常 点 z=z7 的 邻 域 , 证 程 (7.1) 只 有 
% 一 个 满足 条 件 (7 .10) 的 解 w= 了 (07.1) 的 尾 意 解 可 以 表达 成 
为 《7 了 的 形式 ( 其 中 9 是 任意 西数 ) 。 

十 划 ”在 定理 了. 工 中 ， 港 是 dtz) 为 bp 次 过 和 粮 可 微 , 则 六 ez) 也 2 次 过 
粮 可 微 。 浇 是 4 (2) 解析 正则 ,如 (xz) 也 能 够 是 解析 正则 的 。 罕 于 这 时 关 
于 全 出 加 分 的 机 有 喝 , 可 以 参看 南 云 道夫 著 :< 微 分 方程 >I85 ({ 共 闻 社 出 版 )。 

例 工 zzz 十 Way 十 at 一 个 

是 方程 条 


党 y E 


的 积分 。 容 易 证 明 一 y/14， fo 一 $x 臣 注 程 粗 的 两 个 积分 ， 寺 且 六， 六 在 
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+ 地 f 处 满 是 芋 件 他 103。 所 以 当 了 二 0 时 ， 
soy re 他 是 什 意 轿 数 ) ， 
0 
是 方 积 租 
A (*) 
时 一 上 gO—T hy 
的 积分 ;全 (=4t， 而 把 二 看 成 独立 变数 ,期 


, 地 a A 由 
6 


于 是 就 有 人-Cety 二 疏 一 0, 部 记 =zTy+2 是 (*) 的 职 分 。 另 让 由 (e*) 有 


at at 
于 以 产 一 到 十 扫 十 如 也 是 1 人) 的 各 从 。 双 因为 除去 =.Y= 以 外 ,条 性 {7.10) 
秆 威 下 ?所 以 在 正 肯 点 处 ( 序 除 去 z=#y=# 的 情形 ) ;有 拥 
以 一 有 (了 十 二 二 各 二 二 十 扣 1 是 性 羡 葬 数 ) 。 

2、 变 成 齐 次 酉 性 方程 的 变换 “下 百 我 们 吝 一 下 ,一 般 的 -- 阶 
报 线 性 但 微分 方程 可 以 变 成 齐 率 线 性 方程 而 求解 。 

对 于 拟 克 性 为 程 (6.2) 的 和解 wu(2)，, 我们 假 器 它 可 以 写成 隐 
面 数 的 堪 式 


2( zx Ny 和 )- (st) =0, 


了 (TY 4) 一 0， 过 里 六 0， [7.18) 
其 中 6 是 任意 的 常数 { 在 其 一 个 适当 范围 肉 )。 册 好 .13) ) 容易 得 到 
Oa {2) TT (Ff wt fu) et) C7 ' 14) 


把 这 个 圭 果 代入 (565.2) ,就 得 到 
之 4 ww) fr td zy, W) ft =0,. 


入 一 算 册 ] 
如 果 对 于 任意 的 < {在 一 一 范 团 内 )， 由 倍 .18) 所 定义 的 隐 国 
数 多 =wtz, 人 析 是 方程 售 .) 的 解 ,于 入 名 的 值 耻 在 某 一 个 范围 内 
在 任意 的 .于 是 可 以 把 着 成 是 做 粮 于 独 站 半数 xz 及 凡 的 区 数 , 间 
有 昌 满 足音 次 厂 手 沪 程 
Ass, 0s, f+ Fo, 四 Bf 一 0。 (7.15) 


沿 
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上 反 过 来 ;对 了 于 7.15} 的 满足 条 件 记 z#0 的 解 六 pr 二， 可 以 检 据 
(7 了 .13) 访 定 出 芭 一 4 人 3 后 根据 位.14) 就 知道 YW 二 Vim 古人 5.21 的 
解 . 

黄 在 逊 有 一 个 问题 ,就 是 太 程 .5.2) 所 有 的 和 解 是 再 都 可 以 用 这 
种 方法 得 和 到 ?内 此 , 续 们 要 堵 虚 到 下 面 这 个 事实 , 朗 一 切 的 和解 都 是 由 
它 风 初 恕 条件 所 决定 的 。 现在 坑 庙 程 在 (也 ,2 处 是 正常 的 ,我 们 就 
在 (2 的 久 域 来 考虑 问题 。 不 失 一 般 性 下 以 人 根 座 (2) w) 天 0， 
车 名" 82 是 二 .3 的 解 ， 而 全 0 ， 22 2 一 局 (za pe 2 
出 在 2=2 诈 当 的 邻 城 ,由 初 寻 条 储 

= Bre, Wry Da) (7.168) 
所 决定 的 解 基 队 一 的 。 和 其次, 六 程 7.15) 在 (中 ,适当 的 邻 域 ， 
注 足 初始 条 件 
2 一 2 了 .f=u— BlLsy Dn) 

的 解 也 是 唯一 的 , 拜 凡 因为 六 (2 tw 一 1 关 0, 所 以 利用 这 个 解 
ft 所 定居 的 方程 ia 二 一 0 可 以 诀 定 隐 画 数 &% 一 xfon 而 定 
是 方程 (8,3) 的 解 ， 香 且 浪 尽 初 始 条 人 性 :7.16) ”因此 沪 程 :5.2) 在 
正常 点 (2, WW) 邻 域 的 所 有 的 艇 都 可 以 用 上 面 的 方法 求 得 。 


例 芋 ba Td 
它 的 齐 演 友 程 是 
人 ro 二 Faaup 一 0， 
也 三 工 
并 县 f= fa lt 六 一 2 都 是 方程 的 解 ， 此 人 半 容 易 院 证 ; 当 
二 并 站 时 ， Fs "oh jn 证 下落 和 件 全 . 0 3 头 于 齐 芝 上 石 理 的 一 般 解 是 
T= Ty Ey Tr) fd 性 疙 网 儿 ). 
人 这 里 可 以 了 = 二 c 解 出 2， 得到 
t= ra 志 王 医 教 ) ， 
例 总 ryt a) = bw oy. 
它 的 齐 严 方程 是 


32 第 2 闻 ”一 阶 拟 线性 名 盘 分 方 各 
Coy — be) Fst Cau— et) 十 (Pr 一 00 一 个 ， 
齐 蓉 去 程 所 属 的 特征 厂 程 是 
de dy A 
ey—bd aoutr br—ay' 
容易 诈 明 二 f= 二 byi+en 


是 党 微分 态 程 租 的 积分 ,此 人 在 xX:y:4= Qib?e 不 成 谋 的 情形 下 ， 
2 六 Oyfl Oufi 
Hk (27 df2 ep) 
于 是 原矿 程 的 一 般 解 可 以 志 关 深 式 
$ret riby+cw) =0 (# 任意 的 》 
得 出 。 
习题 1 求 下 列 各 含 微分 方程 的 一 般 解 。 . 
(CA) TH YU y= wt, 
Cb) rue 一 YH 二 裕 圭 全 ， 
放款 
{0) 8 人 at 二 上 En yy= ta dy. 
CE) evolu err nu e+ty, 
习题 8 证明: 个 粮 性 力 各 
Amu=F le, we) 


的 一 般 解 (在 太 程 的 正常 点 好 ) 可 以 浇 孙 为 \ 
w= Giry Hie ry Hr) 
共 中 #5 大 任 帝 贺 数 ,并 且 
LI 
Rk (3,H, Cz) i a 


$ 8 主 部 相等 的 联 立 拟 纺 性 微分 方程 组 


含有 二 个 以 于 未知 西数 的 联 立 担 和 线性 (或 是 线性 ) 仿 微 分 方程 
组 的 理论 , 一般 地 说 , 是 非常 深 的 , 但 是 象 下 面 这 种 形式 的 联 立 亢 
程 组 
> 4(e， aut Pt, 2 《一 王 4 (8.,1) 


帮 部 相等 的 了 刁 立 专 楼 性 入 好 让 和 儿 组 #3 

其 中 未 知 贾 数 是 w= G4，…,t) ,可 以 象 单独 一 个 氢 米 性 方程 那样 

地 来 讨 蓓 ， 芝 样 的 联 立 沪 程 租 吓 做主 部 相等 的 联 立 再 线性 贪 微分 

方程 粗 。 这 里 每 个 方程 的 主 部 秀 别 是 一 个 未 知 西数 的 分 导 数 的 一 

避 齐 式 , 关 且 齐 式 的 系数 栈 数 与 各 个 左 程 无 关 , 怕 具有 同一 的 形式 ， 
对 于 三 程 胡 48.1) ,与 z 及 有 关 的 联 立 常 微分 方程 租 


p= A oy Py a WP, 
8.2) 


2 四 
中 做 斩 征 太 程 粗 。 它 的 解 (2, o = 世 ; 由 是 在 空 关 瑟 革 的 某 一 
部 分 内 的 曲线 (tf 基 参 变数 ), 时 做 如 . 匡 的 特征 曲线 。 赫 征 曲 纯 测 
z 空间 吾 "的 正 射影 ?一 2 叫做 基 砸 特征 曲线 。 秋 和 6.6 中 的 计 
萌 守 全 一 样 , 能 名 得 到 下 面 的 两 个 宅 理 。 

定理 8. 上 画 数 %= 一 sz) 是 :8.,1) 的 解 的 充分 必要 荣 件 是 ， 
通过 #%=w%tz) 的 任意 一 点 (2 ao fo 一 21a0 的 特征 曲线 (ee oo 
一 好， 让) 一定 落 在 曲 而 2 一 wa2) 上 ,全 w=Wg) onn， 

因此 (8. 二 的 解 是 空间 Efi 中 由 无 兰 多 特征 曲线 所 秀成 的 多 
维 的 流 形 。 

定理 8.2 放下 空间 中 有 mn 一 1 亲 的 初 妨 流 形 


二 人 ” Si ip= ,i 
| . (8.3} 
Wi = Bi 81, "yy 多 | 2 一 工 ， 1 
并 日 成 站 着 关 孚 
| i | 
[et DD, {8.44) 


A 
瞧 (2 ?0 是 .8.3) 上 的 任意 一 点 , 卓 在 2? 迁 当 的 邻 域 ,方程 8. 如 
在 在 浴 唯 一 的 一 租 售 有 3.3) 的 解 ( 即 当 z=alYH 一刀 (8))， 

这 些 定理 的 就 明 方 法 和 8 5.6 中 的 证 法 完全 一 样 。 


第 3 章 一 般 的 单独 一 阶 的 仿 微 分 方程 


本 章 叙述 一 般 单 独 的 一 阶 偏 微 从 方程 (主要 是 非 材 性 的 ) 的 证 
册 于 询 和 和 解法 ， 若 是 没有 特别 户 明 ， 训 候 设 计 葡 中 有 所有 的 泗 数 在 
一 个 适当 的 区 域 中 邦 反 相当 次 数 束 粹 可 微 的 实 画 数 。 实际 上 , 党 
常 只 要 假 识 二 次 速 种 可 癸 就 臂 了 。 - 
量 


9 面 泰和 组 


1. 面 素 ”一般 在 讨论 ( 非 线 人 性) 一 阶 优 微 分 方程 的 上 时候, 总 虐 
T= (gi …; 加 为 独立 变数 ,w=wlwy 为 未 知 而 数 , 并 且 为 了 书写 
上 的 便利 ， 阅 把 偏 屯 尔 数 2.w 到 作 2 加。 这 不 仅 因 为 可 以 用 各 来 
代表 9.w. 而 且 因 为 在 理论 探 计 过程 中 ， 常 常 有 这 种 必要 招 p, 与 
xz 及 尼 一 -着 看 成 是 独立 变数 。 此 外 ， 为 了 便利 超 见 ， 引 及 P 来 
代 吉 ?4 个 的 7 py 20 。 这些 量 的 几何 胡 更 邦 法 ， 是 把 3 十 1 
个 实数 租 ， 

| (wp, Ws PD = Ey, Ds Dy 0) 

滞 成 是 (8, 员 空 间 到 1 中 的 某 一 点 iw?0) ,以 及 通过 宅 的 一 个 下 
硬 (n 杂 的 ) 


uo, —e), (9.1) 


得 是 这 个 万 程 也 可 以 解释 辩 凡 这 一 点 作为 切 点 的 曲面 的 切 难 面 。 
主观 地 琳 看 ， 这 深 示 曲面 的 无 有限 小 部 分 可 以 者 成 是 一 部 分 平面 。 
所 坟 在 这 秘 观 点 指导 之 下 ， 我 们 与 其 裔 (29 20) 所 表示 的 
平面 是 一 个 无 轨 延 售 的 平面 ， 倒 簿 如 把 笠 面 (9.1) 理解 为 合 看 点 
C2， Ww) 的 元 限 小 部 分 来 得 更 好 一 些 。 因 此 我 们 把 【zt pp 站 时 
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做 面 素 ,也 是 做 接触 元 寨 。 在 面 素 {z0，xz0, 20) 中 (oa, 中) 时 做 点 
成 分 ; 2? 叫做 方向 成 分 。 

2， 曾 全 组 ”现在 假发 对 时 面 局 林 的 ) % 一 2 2) 成 让 条 件 

Wm), p= np pl, NN), 

这 时 我 倍 就 说 曲面 &=w(@) 合 有 六 崇 (w', ,20) ， 于 是 ， 如 果 有 
两 个 曲面 舍 有 一 个 公 基 的 面 素 (oo ,2P?) , 那 就 意味 壮 这 两 个 曲 
面 在 点 (2?, wo) 处 相 切 。 

下 面 我 们 兽 虑 在 (zy wy p) 空间 B11 中 面 素 的 y 维 流 形 


(出 ， ra DD) 一 不 本 U, 本 人， ” Sr ) ， (8 .2 1 
其 叫 (8y……… 9) 是 大 变数 。 溃 习 在 (2 公关 Et 的 感 成 分 洪 形 是 
iw， 4 一 不 二， DU} (8', 8= {81, *, 8.) 。 (9.8) 


现在 讨 羡 一 下 i9.3) 与 (9.2} 中 逢 面 汇 的 相 切 牺 件 , 谋 是 襄 , 对 

于 性 蕊 的 8 二 8 求 人 二 《本 1 30 与 
wT (80) = Pis’) 一 [8S) (日 ,4) | 
站 切 的 人 条件， 

为 了 这 个 此 的 ， 事 实 土 具 要 行 到 (9.8) 所 包 合 的 通过 :到 ， 
ET 的 尾 间 曲线 与 (9.41 相同 的 条 件 即 可 。 这 时 , 把 str 个 次 
数 ) 达成 基 #1 个 变数 ) 的 任意 咖 数 ,于 床 

{Ustt)) = {7, WA. 
由 于 对 于 尾 全 的 t= 证 , (89 王 810)) 了 则 六 人 一 人 (与 从 .4 

WO = PGs) ) DD), (9.5) 
即 l - | 

也 OoU » sptt) } ~ 坊 i 产 "sold } * 
因为 这 里 的 mt 基 尾 汪 丙 数 , 所 以 小 加 等 式 两 边关 本 5 的 系数 ， 
贱 有 
事 


3 第 3$ 章 一 艇 的 昔 狐 一 院 的 筷 秒 伟 声 各 
OD > PK, (p—1, es ?), (9.6) 


为 了 把 条 件 写 成 与 穴 变 数 3 无 关 而 六 容易 志 忆 的 形式 ， 我 们 分 别 
在 等 式 两 边 夷 以 ds,， 并 电 抒 了 个 方程 相 加 ， 就 得 到 了 了 下面 的 和 全 微 
? dU = > Pld, (9.7) 


(9.7) 与 (9.6) 实 际 是 等 价 的 关系 式 (因为 i3, 是 任意 的 )。 反 
”过 来 ,由 于 (9.7) ,等 式 9. 态 也 成 站 ， 因 此 ,19.7) 蚌 (9.8) 与 (9.2) 
中 各 面 素 相 切 的 充 牙 必要 和 条件。 所 以 当 得.7 了 7 成 弟 时 ，(9. 分 叫做 字 
北 的 面 素 组。 对 于 末 梁 机 19.2) , 宇 的 点 万 分 流 形 (9. 引 下 做 支 体 
( 世 有 人 称 为 支 癌 )。 特 别 对 于 一 条 的 面 素 粗 ， 宅 的 支 体 是 一 条 流 
形 , 凶 是 曲线 , 我 们 叉 虹 做 带 , 所 以 7 狗 的 面 染 租 世 简单 地 呼 做 
妈 带 ,这 时 就 把 (9.7) 叶 做 成 带 条 件 . 

另外 , 如 果 把 参 变 数 ， 看 成 为 其 他 参 变 数 8 一 (34, …, sd) (可 
以 认 为 7' 关 7) 的 任意 画 数 ,我 们 来 考虑 (9.2) 或 是 它 的 一 个 事 分 流 
形 。 由 于 s' 用 独立 变数 ,所 以 容易 出 (9.6) 导 出 出 样 的 公式 


HU~— PX, {po1,-, r)). 
3 二 


至 于 公式 (9.7) , 宅 具 有 有 与 驮 数 选 择 无 关 的 这 一 特点 。 
特别 ,对 于 一 个 4 狗 的 面 染 粗 (9.2) ,如 则 满足 条 件 


和 0 (9.8) 


那么 在 局 部 的 范围 内 可 以 代替 参数 。 而 取 gf 一 万 ) 为 狂 妆 变数 。 
这 个 时 迄 , 荣 件 坦 .6 就 看 为 
P=8U (yo1,.., nN), (9.9) 
该 梓 就 得 到 了 下 面 的 定理 ， 
定理 9.1 对 多 灯 的 曾 素 各 (9. 2 _), 如 果 成 普 条 件 (9 8), 
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天 可 以 育 了 为 独 站 蛮 数 ,而 和 荣 件 49.9) 碟 演 。 
此 外 ,7 杂 面 素 租 的 尾音 杂志 7) 的 部 分 流 形 
{wy WP) = {EU, PY{lslsy ***, sr)) 


态 是 面 素 租 . 
泽 世 1 落 面 汇 组 但 .3) 是 * 礁 的 ,期 有 


RE(B Ses) Br) BpP,(s) Wt), 


对 于 了 雁 的 曾 索 钥 , 它 的 支 体 的 奴 数 不 能 略 过 *, 查 尾 可 以 小 于 。 在 极端 的 
情形 ,区 体能 铝 昭 化 成 为 一 个 点 ( 零 扒 的 ) 。 这 有 时， 田 于 4, 一 0, a0 一 90, 所 以 
对 于 完 孚 任意 的 P， 成 带 条 件 (9.7) 恒 成 立 。 于 是 有 开 ,Cs) =a，( 常 数 )， 
T7089) 二 b (常数 ) 。 如 果 取 PPfs) 一 stv ==1…'y 49), 它 就 成 为 4 条 的 面 束 租 。 

泽 葬 2 车 是 成 带 茶 任 被 满足 的 话 ; 妓 妈 卫 , (8) ,DU (8) 必 有 希 是 全 微分 可 能 
的 柄 数 ， 但 是 对 了 ,ls 省 有 假 吉 微 分 可 能 的 必要 。 因 此 ， 在 定 于 9.1 中 假 珊 
(5) 六 (5) 一 次 巡 粮 可 概 而 也, (3) 只 要 束 糖 即 可 、 

但 是 在 面 索 粗 的 灯 数 定义 (注意 四 中 用 到 了 了 PP,(3) 的 微分 可 能 性 。 所 坟 
这 时 仅 当 支 体 的 灯 数 恰好 是 7 ;也 

RE(BN,(s) Bo) 一 {和 参 变 数 的 个 数 ' 

时 (这 时 即使 六 (3 不 可 微 ) , 闻 可 以 就 为 但 .32) 是 7 条 的 。 当 支 体 的 灯 数 比 这 
个 数 小 时 ,这 个 问题 的 讨 葵 将 是 非常 困难 的 。 

习题 ”对 于 (zs #3 Wt) 宅 闻 EE! 中 的 一 亲 则 各 {x3 vy; ti = {5 Ys WW 人 9 
设 (2 自如) 光 00，0)， 求 以 这 条 有 曲 粳 为 支 体 的 二 准 面 素 租 。 现 在 假设 
{ry Ys 和 (4 一 芒 束 千 可 微 。 
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丙 太 (2, 4 Pp) 是 关于 20 十 1 个 变数 (zy 4 PD) 一 (py 外 
于， 2， 的 已 知 醒 数 , 剧 诱 程 
FT By Hy Oy Ot = 0 (10 ,1) 
了 咱 仍 关于 杂 知 男 数 汪 一 4 的 一 般 一 阶 但 向 下 方程 、 使 (410 .1 悟 
等 地 成 卫 的 函数 4 一 &tp) 了 做 (10.1) 的 解 。 由 定理 9.1 就 能 得 到 
下 面 的 定理 。 
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定理 19.1 (10.D) 的 解 是 满 下 五 程 
五 (Da (10.2) 
的 % 杂 面 素 积 (9.2) (r= 的 支 体 所 成 的 in 杂 } 曲面 丸 =%(w) ， 寺 
且 这 部 分 支 恒 还 要 匡 足 条 作 (9.8) 。 
如 果 对 面 怀 (2 由 ;2 满足 条 件 
{Hp Bt (E,W, pO) FO, 0}, (I0.8) 
那 公克 说 王 在 1 避 ，29) 处 是 正常 的 , 并 且 时 (25, 二, Pp 针 为 也 
的 正常 面 来 。 蔡 (2 二, p90) 是 满足 (10.2) 的 正常 面 焉 ,有 则 在 
wD) 的 邻 城 [在 (2 DD) 安 归 也, 根据 故 程 (0.2), 可 
以 把 9。 中 的 某 一 个 吉成 其 余 2 个 变数 {2 4 以 及 另外 % 一 1 个 
有 的 而 数 , 和 车 如 当 
Tp, WU PY) =0, Pig, 00 
时 ,在 (za 20) 的 邻 域 利 用 (10.2) 可 以 解 出 和 ,而 得 到 与 (10.2) 
等 价 的 五 程 


-了 


D1 一 了 (2 ， 3 Dy 5 {IO , 生 ) 
这 样 就 得 芭 了 一 个 与 (10.1) 等 价 的 偏 微分 方程 
ON = (1, Tn Osit, "yg OM) . (10.5) 


与 4 .下 对 照 ,这 种 无 程 喔 做 -基准 型 ”的 依 微 分 天 程 。 
车 (2 WP) 不 大 下 的 正常 面 素 , 如 
tp sy BE, HO PY = (0, 7, D1), (10.6) 
这 时 (2, 吧 ， Pp) 则 做 下 的 奇异 面 素 。 玉 的 只 命 有 正常 而 素 的 解 
噬 微 (10.1) 的 正常 解 ,只 含有 奇 澡 面 素 的 解 里 做 奇异 解 。 因 此 ,对 
(0. 了 的 奇异 和 解 如 一 (8) , 苦 埠 
Wu) P= ur) {p=1,:, nl, 
上 它 们 恒 等 地 满足 % 十 了 个 六 程 
Fr 人) =0, Pry, Uy PI) =0 人 一 二 TD 
若 世 一 zz) 是 闸 导 解 , 全 (wD) = 人 声 } (2) ,把 (10. 人 中 的 


才 了 一- 附 记 和 若 红 方 称 下 尝 钥 , 凋 异 种 3 
第 一 个 方程 允 ww 徽 分, 则 得 
Fe, TA uD + 之 Ed = 0, ts, Pp) 一 tu we) (2)] . 


因此 由 (10.7) 后 面 的 % 个 方程 ,就 有 、 
Fo + Fpa™0 (一 1 n), [wu, Pp) 一 ta ay fo] ，(10.8) 
这 就 表示 着 , 奇异 解 略 请 足 (10.7) 及 (10.8) 这 2n 十 1 个 方程 不 
可 。 反 过 求 ， 如 果 存 在 同时 满足 !(10.7) 及 (10.8) 的 n 十 1 个 获 数 
(wv 分 = {wp) ( 鸭 f 这 里 不 喜 要 把 pte) 计 为 是 wlz) 的 导 画 数 ] ， 
先 把 (10.7) 电 最 初 的 式 子 对 x 微分 , 则 有 


可 二 Bot 十 之 poBo2 一 个， [Gy PD) 一 《六 人 相让 。 


因此 根据 这 个 式 了 于 ,以 及 (10 .六 后 面 的 2 个 式 子 ,在 (10.8) 内 代 芭 
tt 全 人 2 后 ,就 得 到 , 
(Fmtn en Ba 一 六) 一 个。 
这 再 有 50, 则 得 Dot 一 Butz), 娄 w% 一 &(z) 是 方程 (10. 耳 

的 音 异 解 。 

如 黑 闸 异 解 存在 的 话 , 那么 这 mw 十 二 个 两 数 D1 一 
齐 广 中 (了 名. 站 及 人.8) 中 的 3 十 工 个 证 程 不 可 ,因此 ,除了 特殊 的 
情形 以 外, 一般 地 总, 膏 异 解 于 不 存在 。 

例 1| Fp t=0 CP 二 DL ， 

满足 (0. 站 的 4 与 是 w=0; Pp. 一 0， 政 育 寞 解 权 衣 蚌 4=0, 

炳 2 [=> CP OO, 

由 (10. 让 及 0090.5 有 4#,=0, Pp 一 0, #4 二 0. 7 闪 和 这 突 数 ， 所 已 条 
件 不 可 能 成 江 , 收 育 异 解 不 存在 。 ~ 

注 间 若 下 是 了 的 一 次 齐 式 (如 拟 灯 性 右 程 的 情形 ) ,这 时 ， 耐 案 (33, wi， 
Pp) 荐 正常 的 条 人 尾 与 点 (8; #9 是 下 第 的 条 件 完 从 一 狼 , 面 3 27 的 入 无 关 。 

井 是 一 个 夯 素 对 于 两 个 等 价 的 方程 之 一 是 正常 的 ;但 是 对 于 另 一 廊 积 避 
闸 肛 的 ; 那 芭 我 们 就 常常 取 面 恋 为 正常 有 的 刑 一 右 程 来 讨论 。 
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$IL 特征 党 
1. 特征 带 介 交 二 (1) ” C1) 各 (Ps "ny D4) 9 而 考 卜 恨 
微 共 方程 . 
Fei wy 加 =0 (p=). (1.1) 


落 是 这 个 方程 存在 着 解 ,将 方程 11. 了 对 必 微 分 , 

二 au 十 TB 一 0 Fen p) = ts Pp) (2)], 
由 于 9,4 一 Py， 而 有 ps= 83 一 ut， 所 以 上 式 可 以 写成 

hp PPup, Le p) = ty, p) (2)] 
z (yl1, ,NY , (11.2) 
尺 因 为 6.44 一 Py, 所 以 有 

SP DFP Le, p) ~ (up) (2)],. (11.8) 

因此 ， 对 方程 .11.1) 的 解 ua 所 合 有 的 面 素 (eu 人 ， 如 以 


ww 加 为 未 知 厂 数 ， 剧 它们 满 是 一 租 主 部 相等 的 所 线性 优 微 分 方程 
粗 (11.2) 及 (11.8)。 这 如 方程 的 特征 方程 粗 是 


df z= (v=1, "a 物 ) 。 
dy (11.4) 
ot 是 二 】 ~ Pr #9 ” 


. 1 - 77 
a Pr™ 一 二 同一 区 (v1, 


方程 所 (11.4) 艾 时 佑 己 微 分 方程 i 十 1,1’ 的 特征 方程 组 。(11.,4) 的 
解 (z= {PD} (和 的 成 一 粹 的 面 王 粗 { 带 ?1， 由 1 .从 很 


容易 起 明 


gd ww 
0 


由 《11.4) 的 解 所 构成 的 带 阳 做 方程 (11.1) 的 特征 带 。 它 的 支 
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体 (2 坟 二 {zw 如 (0 ( 曲 缕 ) 是 做 方程 (11. 才 的 特征 曲 境 ， 
敌 交 ,了 (z, wo p) 是 常 微分 方程 租 (11.4) 的 积食 。 实际 上 ; 
"(rz, 好， 六 一 这， 好 多 } (A DD),， 从 秘 分 , 闽 有 


Se. dr ~»' HP 
各 三 ~- 和 Fr -ih 


“ -PF + PY < Fn. 六 .一 SF pe ,十 FPDy) 
=0. 
对 联 和 证 方程 各 :11.2) 太 11.3) 应 用 定理 8.1， 和 就 能 鱼 笃 到 这 
样 的 车 论 : 若 旦 左 程 人 .有 的 解 4 一 & 人 2) 舍 有 面 于 (0 如 ，20) 那 
乞 叱 怠 舍 在 包 合 (2 全) 的 蛙 征 带 飞 ， wo 罗 ) 二 {42D} (于 
是 就 证 明了 下 面 的 定理 
定理 芽 .1 方程 ! 革 .4 对 于 下 是 正常 的 解 (2，w Pp) 一 他 2， 
8} 如 租 成 带 。 其 次 ,六 ;wp' 是 (11 ,4) 的 积分 ,又 若 [1.1) 的 解 
一 Utp) 合 有 而 染 {2 人) 则 & 一 wz) 就 舍 有 包 合 从 
人 的 特征 昔 。 
推荐 ”如果 (13 .六 的 两 个 解 所 者 示 的 曲面 在 一 点 相 切 ， 半 这 
两 个 硕 面 沿 善 通过 留 点 的 获 答 峙 入 带 相 著 !: 即 有 公共 的 办 
征 带 )。 
如 果 方 程 (1. 是 拉 线 性 方程 ' 关 蚌 的 一 次 齐 式 ), 邹 
P=% 4 人 oz， wp Bir, u) ~ 人 0, 
划 节 np 一 由 fy ai 兰 且 由 玖 一 0 有 
> Pp Briz, u). 
于 是 方程 烛 (11.4) 中 前 % 十 1 个 万 程 是 


ut 4 下 
有 4) (p=1, .…, 1n), 3 


这 恰好 与 拟 简 性 方程 五 =0 的 特征 方程 完全 一 致 。 


u= Bis, u) 


4 租 3 这 一 般 前 单独 一 阶 的 所 般 分 方程 


注 菩 ”上 阁 的 讨论 当 (xy ty 区 三 (0 都 是 一 式 速 萎 可 微 时 就 能 
成 也 。 


例 工 ,如 恨 王 是 仅 含有 晴 的 画 数 , 即 


I ey ""'"y Dn 一 必 CH = Dt) 和 
它 的 转 征 方程 是 
A- T= Pp, CP), 人 计 一 > pF tp), 2 Pu 二 菇 
人 一， 
由 后 面 的 % 个 式 子 ,就 得 济 了 一 cf (常数 ) ,于 是 
T= pot r=), 
WTI,(Ot+b (a,, 5 沉 数 )， 
即 竺 征 曲 久居 查 入 ， 桂 日 特征 带 的 三 向 成 分 不 恋 人 = ， 这 就 是 疫 : 对 于 
二 9 的 解 的 曲 加 #4-=xwtw) ;通过 它 的 得 个 点 有 一 条 二线 ( 特 征 曲 祷 } ,小 着 这 
条 下 妨 烛 面 与 茶 一 个 付 画 tx 蕉 的 ) 相 切 。 因此 曲面 是 这 些 平面 所 成 的 平面 
读 的 包 糊 夯 ， 
24、 特征 带 的 几何 意 广 ”我 们 着 虑 m 一 2 的 情形 ,井上 且 代 赫 国 ， 
zz Ra) 使 用 写法 2 YP 9， 对 于 (2 ay 有 这 前 本 中 的 一 点 
[20， yy" ) : 志 灰 满足 大 程 


Pi, 3 各 DD， og) = {11 .5) 
的 面 弱 (2 天; 中， PP， 9， 规 在 研究 一 下 平面 
dW =p{2— 0) qly— {11.8) 


的 性 质 。 
由 于 请 足 (. 呈 的 292， 9 只 能 有 一 个 自由 度 [ 持 恋 (7 下 
去 (0, 0)]， 记 以 由 它们 山 决 定 的 玫 阐 族 纪 1. 介 包 敌 了 一 个 以 (20， 
4 2 ) 为 顶点 的 铺面 。 现 在 我 们 先 求 这 个 锋面 的 方程 。 轩 :于 pg 
只 有 一 个 自由 度 , 所 以 可 假 喜 - 
(PD 的 一 人 仆人) (是 参 杰 数 )， (11.7) 
其 且 要 满足 (1.5) ,对 于 这 {1.7) ,万 程 ( 霸 .6) 所 形成 的 包 烙 面 白 
然 是 由 无 巾 相 近 的 两 个 值 做 式 (tl.6) 后 [ 序 把 U4.7) 代 式 


| 


HE 浴 可 7 
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( 芝 .6)], 这 两 个 于 面 的 次 嫉 世 所 生成 的 曲面 。 页 玉 是 将 [11.6) 
[把 (11. 记 代 太 后 J] 对 * 作 微 条 , 即 
Op O00) (gg) oN) (yo— no) ‘11 .8) 
与 方程 (11.6) [把门 代 基 后 ] 所 雇 定 的 下 线 。 这 些 下 缆 六 的 第 
合 所 生成 的 曲面 加 是 于 .6 把 ( 人 1. OIA ms 
得 是 由 (li. [把 ( 坟 , 刀 代 太 后 ] 有 
(Hop (tT (Foy (N) =0, (1 .9) 
《 6 的 意义 是 取 人 ;yw Pp, 外 二 人 DO) 9(%)), 

假设 C23), gC 和 0)) 半 40,0) ,由 (11.8) 及 (11.9) 就 有 
2—2 yy 
(Bs Ch 
因此 如 以 上 为 大 变数 ,让 让 线 六 的 三 程 是 

二 2 于 fo Y= | 
uu titip oro, 

如 果 上 以 t{ 及 入 两 个 变数 作为 央 变 数 , 居 (11.10) 就 是 所 求 的 也 
络 醒 的 方程 ,所 是 出 通过 (2 加 ) 的 直线 所 生成 的 。 这 个 链 
面 儿 做 页 onge 锥 面 ， 对 于 满足 (11.85) 的 面 素 , 平面 1 也 .6) 洪 
与 Monge 锥 面相 切 。 故 方程 (1. 了 的 解 w=ztz, 4 ,在 它 上 的 
伍 一 成 (2 YW 与 这 点 所 及 的 Monge 雏 面 相 切 。 

旭 果 以 吃 代 将 轴 天 可 以 用 gz dy, dw 来 代 殖 zw 一 2 9 一 姑 ， 
vw 一 WW 于 是 由 (二 .10) 就 得 到 身分 方程 各 

dr _ dy Qu 
F, Fe 用 天, 十 -qr 


现在 向 量 (- 针 ，- 喧 ， 名 ) 的 方向 与 Monge 争 面 的 母 钱 4 的 六 


问 一 致 。 才 且 容 易 看 出 ， 氏 足 五 =0 受 三 程 得 人 1 村 的 (2 vy， 
t 而 作 一 《3 009 攀 成 带 ， 这 种 带 慎 徐 天 onge 带 , 空 
的 支柱 (2， YY) 一 1 了 uj (+t) 由 个 Monge 曲 蒜 。 开 果 所 :是 : 加 ， 


(11.10) 


a (11.11) 
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4 的 一 次 齐 式 , 草 Nonge 山 缕 就 与 特征 曲 矿 一 禾 。 
此 外 , 若是 Monge 带 (wy, WP, 的 一 全 2 人， 引导) 包 
含 在 侯 微 分 力 程 
Pe, yy Hs Py DEO (p=, 9=,) ‘li.12) 
的 解 w=ulz 站: 刚 国 22 提包 含 的 面 楷 侈 体 , 作 为 2, 
的 画 数 ,他 项 满足 下 刘 万 程 粗 [ 旦 .2) 0.3)] 
FpPri PPy = | (11.13) 
Ft ody — Fy Fg, 
所 坊 有 外 Li 扩 (11.138) ,就 得 到 


dp _ df Fr I 
.pFp, 9 = P,P (11.14) 


这 就 是 说 :包含 干 方程 (Ll1 ,2' 的 解 内 的 Monge 带 是 特征 带 。 

一 般 屯 ,他 二 中 =0 
以 及 . z 

0 y= Bi, 《一 上 -和 岂 一 > Pe, 

航 遂 素 (ft 0) 二 42 四 攀 成 带 , 这 种 带 就 时 做 NMonge 带 ， 
它 的 文体 昨 做 Monge 曲线 。 

方程 (11.1) 的 解 所 含有 人 的 Monge 带 就 是 特征 带 。 ” 

“和 酌 23 FfF=p+9—1=0., 

设 (NU 人 的 一 (ens in 2 2 一 Sn3 enos20 ) 容易 验 古 这 是 
Morge 肌 。 但 是 计 这 个 大 查 的 竺 征 带 来 埠 ， 加 与 9 都 是 定数， 朗 (z， 9 翅 非 
形成 塌 研 不 可 。 


812 Cauchy 存在 定理 


1. 初始 面 率 组 从 了 一 《2 六 对 对 一 名 人 玫 ) ， 【全 好 3 轨 ) 
一 地， 2 Uc} zz) 形 夏 一 个 各 订 的 面 素 租 ， 和 如 上 则 把 这 里 的 独立 变数 
“ 限制 在 一 个 了 机 流 形 上 变动 , 即 
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P= 3) r=, 8= (0), 
大 全 {2 C3) = to By} rw p= a BY} (8) 
就 形成 一 全 了 维 的 面 素 郁 〈 它 的 支 体 也 是 维 的 ) 。' 昂 定理 8.1) 
了 H 在 候 座 局 葵 一 个 mw 一 1 杂 的 面 染 和 灿 《文体 也 是 m% 一 工 维 
的 ) , 即 
(w, 2 PD) = a, BY} (By ry $4) (12.1) 
试 求 方程 ( 乔 . 了 包含 这 一 个 面 染 租 的 解 w=#{z)， 这 个 问题 时 做 
Cauchy 癌 题 ,这 时 , 面 素 粗 (12.1) 了 做 初始 面 守 组， 
难于 阅 题 的 初始 条 件 , 由 于 官 妈 面 素 崩 的 关系 ,首先 自然 地 可 
忆 附 吉 正官 妈 佳 
Ta Bt) 时 = 
这 个 时 居 , 坟 (zw, 1) 二 a， B) (8) 为 支 体 的 面 素 粗 (12.1) ,应 该 夭 为 
是 满 是 方程 :111.1 的 , 邹 满足 (11.1) 以 及 成 带 条 忻 
Flals), B(s), p) =—0, 0,8(s) = pu0u0, (8) 
(1 =1, ,m1), {12.2) 
这 样 决定 了 Pp 一 (Pi，…, po) 之 后 , 就 可 以 讨 为 p 二 7(s) 。 邹 如 果 
存在 着 一 个 面 肃 (gt, Pp) = {09, BB°, 20) ，(a0，B0 = {ay BY (9, 
使 得 
PC Bo, gn) Bucs i 0 (12.8) 
成 谋 , 草 在 98 的 邻 域 ,就 可 以 由 (12.2) 把 pp 决定 成 为 8 的 范 数 。 
如 果 珊 中 ( 习 二 对 ov 全 三 gr (9 一 2,…, nn) 则 条 件 (12.3) 
与 了 (0 B90) 天 0 一致。 这 时 , 在 (zw 个 一 (ea0，B0， p10) 的 
邻 域 方程 '11.1) 可 于 化 夏 宪 的 等 价 式 
Pi=f LT, LU, Ds, yD) 
面 初 始 条 件 就 成 为 


当 1 一 二 叶 ， WB (Fs, "yy Ei) 。 
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并 且 由 (12.2) 还 有 
pr—2B (rey oa) = (2, n), 
mf, Les 0 By yes 一 了 
此 外, 由 定理 入.1, 如果 方程 (11.1) 的 解 t=w(s) 含有 初始 
面 素 普 412.1 , 居 昌 而 %=wtz) 就 包 合 着 包 售 (2.1) 中 各 面 素 的 
特征 攻 (zu P) 一 {如 ;PD} 以 3) 。 放 方程 (11.1) 的 解 w 一 wz) 
一 定 是 包 合 (12.1) 的 特征 带 (2, wp) 一 ty， 4 PD) (f, 8) 的 面 沼 所 
构成 的 n 杂 曲 面 。 
六 ，CGauchy 存在 定理 
定理 芭 .1 识 对 于 初始 面 素 组 (12.1) 成 立 着 条 件 
Fla(s), B(3), {8))=0 (12.4) 
也 及 
Flay By) Bo 1 0. ~ (12.5) 
再 设 (12. 了 的 竺 意 一 个 面 素 为 (2 wo 00) = {ay 83? (9), 央 
在 z=w? 的 邻 域 ,方程 (11.1) 存在 着 唯一 的 包 售 (12.1) 的 解 
2 一 te) (二 次 巡 秆 可 微 )。 | 
征明 ”发售 有 (12.1) 中 各 面 素 的 特征 带 , 印 (1.49 中 当 i=0 
时 ,zy wy PD) 一 {a By (83) 的 解 , 取 为 


(x Wu, P= UU, Pl (t, 8), (12.8) 
因为 不 (zy 2 四 基 (11.4) 的 积分 ,所 以 由 昼 2.4) 有 有 > 
F(X, U, P= Pia, By y)=0, (12.7) 


这 3= 吾 是 (人 .全 的 解 , 所 以 由 (地 . 乓 有 


-1 ~ 人 br 
Da, sy I Ere ByY) On i | 0, 
(12.8) 


Er tuo= ,tt, $7, "+*) 3n 1) {p=1， 2 
这 样 , 戌 使 得 2 一 入 的 邻 域 与 ($83) = (0, 89) 的 邻 域 成 一 对 一 的 对 


.1 Cauehy 存 站 定理 a7 
应 ,从 而 可 以 得 到 ts 是 x 的 国 数 : (i, 引 一 1 引 (z) 。， 于 尾 合 
Ugg) SCE) WE Plilg), SLT)) wp L), 
出 -于 下 vs 一 Do 所 以 从 12.7) 就 得 到 
: ig, Ws, nL)) C=0, | (12.9) 
所 余下 的 疾 是 是 要 证明 p,(2) = auu(o), 要 达到 这 个 目的 ， 只 要 和 惠 
用 (12.8) 及 定理 9.1 来 让 朋 方程 (12.6) 记 决定 的 是 从 的 面 滞 租 


部 可, 
首先 长 8 是 固定 的 ,由 于 (2. 合 是 带 , 所 坟 有 
BU > PAX,.—0. (12.10) 
并 罚 党 还 成 六 ' 


90 ~ P60,X,=0 (uml, .nl) 
(9, 表示 对 3 的 伺 微 分 ) ,于 乏 把 ,8) 滞 作 独立 变数 ,9.,7) 的 面 素 
租 条 件 就 成 立 。 现 在 全 
. wa OU PN ,y (12.11) 
于 基 只 要 让 明 如 ,=0 即 可 。 
因为 当 t=0 时 ，( 王 1 六) 一 ta 有 ?ys) 是 面 案 租 ， 所 以 


(a, ) 1-0 一 心 。 


现在 把 (12.I1) 对 皇 徽 分 , 罗 有 
Bap = Ft > B.P,8, 豆 > PRR, (19.12) 


"一 -一 


汶 外 把 U2.10) 对 8, 微分, 剧 有 . 
0=7 0- > a .Pa 万 ， -> PO Ek,. 
由 (19.12) 减 去 上 式 , 旭 得 
Bw = > (0 PDN, OP ge) 
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因为 (2. 合 其 (二 .全 的 解 ,所 以 由 
中 有 一 Cx, Ei) Or ,= 一 CF DT, ,py 
就 有 
Ons — SP pst Ft bP) Kon. (12.19) 
努 逢 把 (12.7) 对 5 微分 ,出 有 
i 了 了 _ XI -1 = 
( PR RD “OuPy) 0. 

从 (2.13) 式 的 厂 亡 眶 去 此 式 , 贡 有 

G0 = Cr rn (DD POE, OU )= — (Fo) vn 
[所 (42.11)1。 于 是 得 到 

oo 一 (C20) {fod oxp( | (Pi) tr, tr, dt ) 

但 有 是 已 远 襄 过 (wto=0, 所 及 ,一 0, 因此 (12.6) 确 是 % 订 的 面 
束 般 ,; 印 % 二 wzw) 是 方程 (11 .4 的 解 。 ， 

但 是 站 xz= 2 的 分 域 ,， t=0 与 z=ats) 的 意义 相等 ， 因 此 
4 二 时 含有 (42,1)。 此 外 ,方程 届 1, 了 的 所 有 合 L2. 了 的 和 解 者 可 
J 以 用 上 面 的 方法 求 得 让 些 

例 1 解 方 程 下 = 入 十 地 一 41==0, 和 初 焙 条件 是 

《1 一 《cos sy Sie) 时 ，x=es 人 常数 )。 
由 于 科 十 培 == 工 所 以 取 { po 一 (enos by sin 及 而 有 时 芥 一 下 初始 面 素 杠 


的 生性。 因为 (59 一 fei 十 parsy 所 以 
PP 一 Sn 人 一 2 A 从 Wi8=s+80 sin =c}, 


于 是 初始 带 是 
《9 ay Hy js D2) = 008 Sy Sin 8 C8y COS CS + Bo), Sin(st bo)}, 
而 特征 为 程 是 
dT dz dt dp 
- -i 2 = 2 2 — 2t -一 上 一 
ot Hy Ait pes At 3 + 2p2=2, eT a 
因此 


《Pry 112) 一 {e089 (3 十 udp) | sint C8 十 po) 了 量 


有 1 Cauchy 存在 定理 4 和 


{wy We) = {609 st osfs 十 页 1 Sin s+2t Sn 十 如， 
zx 一 Sin ots 十 小 {5s1 + 是 状 挛 数 )， 

现在 能 用 第 二 个 式 村 把 所 eos sy sin s 解 成 加 的 具体 的 商 数 ， 然 后 伐 大 
第 三 式 ; 就 得 到 ty 4 是 tg 的 初等 陋 狼 。 

习题 在 上 面 的 例题 中 ;就 6 的 值 讨 前 一 下 定理 12.1 中 条 拍 { 卫 .名 及 
(3. 外 成 焉 与 否 的 情形 。 
鲍 2 解 方 程 下 =pips 一 #0) 新 始 竹 性 是 入 二 0， 二 。 
(12.1) 币 的 流 形 是 (210 x sg D1 ia) 一 (0，s，33 /3 25) ， 特 生态 程 
是 - 
Ta dy 一 Mf 一 dp _ yy 
: Pa 221 PDB Dr Pa 
由 这 里 就 有 

{Pil Pa = (去 se 2se! ), 


(x1 Va) =(2 (et—1}, ste'—1 +s 用 
t= 2 
把 se! 解 出 成 沪 好 ， 2 的 一 数 ; 代 大 最 后 一 式 ; 就 得 到 
w= (Xa 二 vw 12 
注 甸 1 为 了 使 定理 12.1 成 立 只 要 如 (x, pp) 二 次 迷 粮 订 微 ， 
tay BY (9) 一 次 带 灶 可 短 即 部。 荐 下 (zyw,p) 是 站 次 而 \asB,7} (83) 是 万 一 1 
次 媚 炉 可 微 ;, 人 人 2， 则 解 4 一 5) 也 必定 天 区 速 转 可 微 。 此 外 ,如 条 要 求 由 
(12.2) 所 决定 的 p= 二 Y(3) 是 一 1 次回 灶 可 微 ) 那么 只 要 仍 股 ats), 8(8) 天 次 
带 壕 可 微 就 艇 了 。 青 圭 , 如 于 "Mt Wy DD) 和 下 a By Ys) 饰 术 正则 , 吉 解 
+# 三 # iT) 也 是 解析 正 册 1 的 。 
秆 症 2 如果 定 12.4 中 的 条 件 {12.5) 对 初始 面 素 粗 (3.1) 圭一 切 的 
已 部 不 成 并 的 锋 ， 这 种 寺 2.1) 叮 做 拟 竺 征 的 。 为 了 容易 理解 ， 我 倍 诗 其 一 下 
# 一 汪 的 精 形 。 这 时 ， 4 二 是 所 特征 的 条 件 为 
Fo tay ByYy) oi(s) 
Foe Bry) cro {3) 
若是 对 这 个 (12.1) ,下 是 正常 的 ;于 色 -一定 存在 广 xs 使 得 
oo 5) 一 和 (3 了 of By 7) 人 一 上 2), 
靶 册 成 带 条 件 可 以 得 到 


一 用 
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B= He) 0) (DPF), ,te 
因此 , 砌 录 谎 Lis ty 区 二 4 By ( 马 洲 是 微分 方程 粗 


Tt ra Qu 
如 -- 一 一 一 -一 一 
#; 三 pp， 十 如 3 | 


这 个 悍 是 Monge 带 ， 因此 ,如果 以 这 个 带 作为 褐 逮 带 的 、(11.1) 和 包含 这 个 带 
的 解 刘 在 的 证 :于 攻 这 个 初始 请 就 一 定 是 特征 带 , 

事实 上 上 ;在 定理 12.1 的 证 表 中 , 丰台 让 (13.6) 是 “ 厅 醒 素 粗 时 , 兰 省 有 
用 到 锥 任 (12.8)。 因 此 ;如 果 济 tt>0{ 臣 是 1 志和 时 ;有 


Dty By ry Sp_1) ” 


那么 把 王 和 湘 成 是 二 的 画 娄 ， 平 是 3 一 下 人 yp)) 训 是 方程 (11.1) 的 解 ， 
入 和 佣 当 += 时 含有 (2.1) 这样, 就 在 以 非特 征 带 的 Monge 带 作 为 和 和 始 带 
和 时 ,也 得 到 了 坟 程 (11.1) 和 包含 它 的 解 ， 从 而 导出 了 与 上 面 耶 盾 的 千 果 。 雪 想 
锁 除 这 种 矛盾 现象 ,可 以 假设 解 2%= atr) 记 读 二 次 速 铀 可 微 。 因 为 ,在 和 姑 带 
是 非特 征 的 Monge 带 的 情形 下 ， - 般 解 的 曲面 仅 存 在 于 Monge 则 况 的 一 
倒 ，Monge 曲 太 本 年 常 党 作为 解 的 曲面 二 的 楼 ( 吞 异 点 集合 ) 国 现 。 
习题 2 对 于 例 1 中 e 的 特 跌 的 值 , 具体 讨 鹊 一 下 注 窜 2 中 所 语 的 情形 。 
十 意 3 定理 13.1 证 明了 出 初始 面 壹 宜 可 肉 -- 地 决定 二 次 囊 秆 可 微 的 
解 , 如 果 仅 公 假 性 解 是 一 灾 束 入 可 微 的 ,那么 用 这 种 文法 就 未 能 保 酝 多 的 叭 
一 全。 得 是 ,起 - Hanr 愉 在 解 是 一 次 速 糖 可 徽 的 假 丽 下 ， 芷 明 过 Cauely 阅 
题 的 解 的 唯 -- 性 (19328 年 } , 见 后 而 #17。 
习题 3 对 下 列 的 微分 方程 求 注 是 所 糖 初始 条 入 的 解 。 (zy 是 独立 变 
扩 ， =uss Y= Wy 
(a) FS=p9—1=0, 
币 铅 某 件 : =0 时 ， + 一 ww yy， 
(hy FF :3 二 位 ， 
初 姑 条 件 : (zy 二 Ceos sy sin 时 妇 一 Ce 


$13 完全 解 


1. 完全 解 4 全 一 {Ti “+ TT,)), 及 到 (i "py PD,)， 如 打 对 曾 
潍 ( DP) 成 广 


ti3 完 全 和 解 51 
{Fy Fy ey Po ar, Ww PD) FO, 0, 0', 0}, (13.1) 
则 称 (加, 8,29) 对 于 王 是 所 正常 的 。 自 然 的 正常 面 素 神 是 二 
了 购 所 正常 面 索 ， 但是 过 的 措 正 党 面 素 不 一 定 是 让 的 正常 面 素 ， 
现在 裔 (2, uw ; "是 满足 方程 (2 协 ;，p9) 一 0 的 下 的 所 
正常 面 球 。 则 在 (zy wy 2) 空间 了 的 (2 他) 的 适当 分 域 ， 
注 跟 ! 
页 (zu P) — (19.9) 
的 面 素 (2, wy 2 是 2 及 及 丢人 二 训 厂 sp 的 画 数 , 半 有 
与 (‘13.2) 壬 价 的 表达 式 


Ty, Ty, 
d= a Ry Ba (13.8) 
P= Pld ty ny 99 By) 
(yl 
这 里 
RE(0,U BP, 7")=n. (13.4) 


事实 上 ， 概 据 48.2) ， 就 可 以 把 w% 及 和 中 的 划一 个 表示 成 为 以 其 
余 的 名 个 变量 及 4 作为 狠 普 变数 的 画 数 ， 国 此 ， 把 这 好 个 作为 澳 
立 变 数 的 尺 与 上 写成 加 个 3, 就 得 测 了 了 上面 的 精 果 。 反 过 来 ; 洪 蚌 
(3.83) 所 表示 的 面 素 满足 方程 (18.2) ,那么 根据 条 件 (13.4) , (13.8) 
就 包含 了 一 切 满 是 :18.2) 的 面 素 [至 少 在 2 to 入) 适当 的 令 
域 ]。 此 姑 , 利用 (18.,8) 中 适当 的 名 个 式 子 (一 齐 取 前 个 式 子 ， 
2 一 gx 的 情形 除外 ) , 颖 能 把 8 表示 成 为 2 4 了 的 黄 数 
Si=8, {Ty Uy Pp) R=, 有) 

现在 识 w= 了 tr, cp) 是 俩 徽 牙 瑟 程 (18.2) [以 后 如 果 
提 到 企 微 分 方程 413.2) 时 ， 闭 就 意味 着 在 其 中 耻 p, 一 2.u] 的 具 
布 名 个 任意 篆 数 e 一 to … 6 的 解 。 又 在 fp 0) 空 并 五 2 的 眠 
的 的 其 一 个 邻 城 , % 一 广 (z 6) 所 命 的 面 素 为 氢 正 常 的 , 即 满 
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星 条 件 

RE(B BF 人) 一 mi (13.5) 
这 样 ,w= 了 (rz 0) 在 i Ce) 的 贸 域 就 称 为 但 微分 方程 (13 2) 的 
完全 解 。 


如 果 企 (1 -有 及 0 和) 中 肌 e 梁 代替 虽 刚 有 世 一 太一 六 
于 是 得 到 下 面 的 定理 。 
定理 13.1 在 (eno, o0 邻 域 的 完全 解 , 必 在 (zy ai 9) = {g, 玉 ， 
(9 ) 的 适当 邻 域 包 售 所 有 满足 (13.2) 的 面 素 , 并 日 在 
(2 0) 的 邻 城 由 关 季 式 
5 PI= AF, Fg, 0), 
可 以 把 oc 洗 达 成 为 2, 2 0 的 责 数 
| C8 (2, 4, PD), 
， 完 全 解 与 一 般 解 的 关系 ”以 后 总 把 (13 .2 考虑 成 为 贪 微 
分 方程 ,并 可 wu 一 Vtz, 6) 是 (13.2) 的 完全 解 , w= 了 f(z) 是 713 .2 
约 任 全 解 。 若 是 w= 了 lz) 所 和 包 合 的 一 全 面 夫 (ou 0) 也 锥 
25 一 (2 6) 所 和 包含， 那么 根据 定理 18.1, 在 zx= 吕 的 适当 部 域 ， 
二 了 2) 所 包 合 的 一 团 面 夷 都 鹤 t= 玉 (x, 6 所 包含 ,现在 由 
{FF, FF.} (之 一 二 记 ，[ }ir, ee) 
可 好 把 作为 x 的 覆 数 解 出 ,而 得 到 6c,=s, 2 了 (8) Piom) 把 时 
们 写成 c=e(lz) ,于 是 得 到 
fe) = {ys, cfw)), 
ftP ,es, err)) (pe ,Rn) } 
把 413.6) 中 的 第 一 式 对 2 微分 ,期 有 
fot = Vo) edt UP) men dca ly), 
所 以 由 (3.6 的 的 后 一 式 , 就 得 到 


Ur) cso drcn 2) | tw "+ it ) (13,7) 


(13.6) 
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下 面 分 两 种 情形 进行 讨论 。 


第 一 种 情形 ,首先 考虑 
(Vey ey We) eo EE (0 0, ++» 0) (13.8) 
的 情形 ， 这 时 ,根据 (13. 站 有 
Des) 0 . 


in, "i 
部 在 z=2° 的 邻 城 ,有 
Rk{ Oc,(2) ern, (18.9) 


+, 
如 末 一 0, 铸 名 500 是 常数 ,全 5 一 中 刚 了 0 二 (209)， 
现在 设 17-<n, 报 据 (13.90) ,我 们 只 要 适当 的 调整 e 的 下 标 
"(自然 在 T= 的 鲁 城 ) ;有 可 以 恨 识 对 Cy Cos "*"y try 腻 卫 
Rk( Bc, (2) = (18.10) 


冲 王 二 ,+ 村 
此 外 ， Crilr *'" Cn 证 5， "ry Cr 的 函数 ， 部 
Cr lr) = hr cils) 3 Cr 人 fa) )》 下 一 个 十 工 ， 和 (13.41) 
现在 把 {ci， "yp tr 简单 地 记 必 Cr 攻 分 
V iw, Cr hte ) hh, Cor) ) 一 中 4 Cr)) 4 {15.12) 
出 于 %= 四 (zc) 基 118.2) 的 解 ,所 愉 册 (13.6) 及 (13.11) 就 有 
Fm) 一 中 (下 让 
. , 13.13) 
fs, ( 几 ) 一 Br, (B， fr 2 ] ( | 
正如 根据 (13.6) 可 得 出 (18.7) 一 样 ,根据 幻 3.13) 也 向 样 地 有 
Ebr) emerdro (DJ) =0 (v 二 1]， 2 
由 这 个 式 子 , 凡 及 (13.10) 就 得 到 
当 c=etw)| 夺 ， 中 人， Cr =0 (p=1， ys (13.14) 
这 了 时, 如果 


p14 ,ur 


Woes (®", £0) Gl ee 关 间 (18.,15) 


5 第 3 童 一 般 移 单独 一 防 的 仿 得 人 苏 方 程 
(参看 注意 站 ,那么 用 (13.14) 就 能 决定 隐 图 数 6,;， 从 而 得 到 6， 
一 ry( 交 ) ， 
反 过 来 ,议和 ic)(T 一 7 十 TP) 是 6 的 任意 画 数 ( 仅 在 适当 
的 范围 内 ) ,而 用 (18.12}) 求 定义 $B(z, 6n); 则 = 二 中 (2 20 自然 是 
“方程 8 .2 的 解 。 这 时 ,如 坚 有 满足 (13.15) 世 及 中 ae)0 的 
秆 {2,0 存在 ;天 么 在 (2 中) 的 分 城中 ,由 (I3.14) 可 以 决定 en 为 
+ 的 团 数 : 的 一 ce) 。 把 这 个 两 数 代 到 中 {z, oo) 内， 着 合 吊 (zz 
cnt2)) 王 tw ,出 租 据 (18.14) 可 知 (18.18) 成 立 ; 朗 4%4=f(z) 荐 方 
程 (13.2) 的 和 解 。 
世上 的 粘 果 可 简单 地 述 诡 如 下 : 首先 把 nn 一” 个 6 (r 尖 1) 址 
示 成 为 其 侠 的 ?个 ?的 任意 画 数 ,那么 由 完全 解 w= {zs, 6c) 就 能 
年 到 仅 包 含有 了 个 任意 常数 co 的 和 解 刀 = 加 (x ew) ， 方 程 (13.2) 的 
一 般 解 % 一 六 o 可 以 作为 曲面 族 & 一 贡 (2 55) 的 筷 络 面 而 得 到 。 
， 完 金 解 与 育 异 解 的 关系 ”现在 考 虐 第 二 种 情形 , 郎 在 z 


= 的 邻 域 右 国 
Ce oe =0 (=1, Nh) (13.18) 
的 情形 。 这 时 , 设 ctw 一 中 拓 百 起 
Vo (2 oo | 0 (18.17) 


成 六 (参看 注意 1) ,c=o(2) 是 由 (18.,16) 所 决定 的 隐 回 数 , 把 这 种 
c=0t8) 代 至 ww 一 六 (zy 0 中， 就 得 到 了 = 了 f(z2), 于 是 w= 了 lw) 失 
项 面 族 如 = (zs 0) 所作 的 包 首 面 。 、 

反 过 六 , 设 曲 面 族 %= 广 (w, ol 所 作 的 包 络 面 是 = 六 to ， 即 
对 于 由 (113.10) 所 决定 的 责 数 c=c(lz) 有 Tz, elw)) =f{zw), 这 
时 ,很 容易 入 到 (13.6) ,从 而 证 间 了 = 了 i 是 并 8.2) 的 解 。 此 外 
4 一 了 2 还 导 民 3.2) 的 奇异 解 ， 事实 上 ,首先 有 

本 《天 VF,)=0, 
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二 
把 这 个 臣子 对 上 微 牙 ,有 则 有 , 
(Fa, + FV oe. ) 0. (18.18) 
T' 一 圭 Cu tT 


而 册 (13.6) 及 (13.16) , 葡 香 到 
Feo ff Vode TD。 (13.19) 
另 一 方面 ,由 (13.5) 及 (13.16) 我 们 有 


机 = Lye, rr ， 


各 一 并， Eu 


所 以 由 (13.19) 束 得 到 
Fo tT fy f=0 y=1, ,1), (13.20) 
故 = 了 (是 方程 (18.2) 的 青 噶 解 。 

反 过 来 , 如 果 & 一 六 2) 是 (18.2) 的 奇异 解 , 有 旭 区 = Po 与 4 
一 (2 0 至 少 有 一 个 公共 面 素 。 在 这 个 公 闪 点 的 部 域 ,存在 背 满 
眉 (13. 人 ) 的 c=e(lz)。 豆 由 (18.18) 与 18.20) 就 大 

Putw, fF, fr) (Ve osetr)—= 0 (p=1, + R). 
此 外, 由 于 名 = 的 所 正常 性 (13.1) 及 中 3.30), 有 fo, 了 了, 了) 
0, 所 以 c 一 co42) 满 足 了 3.16) ,部 w= 了 f(z) 是 和 和 醒 诸 世 一斑 (eye) 
的 包 千 面 。 

十 面 的 讨 芥 可 总 未 如 下 : 尝 全 解 4= 广 (2 的 包 烙 面 % = 六 cz) 
是 畜 异 解 。 比 庆 , 与 w= 六 (2, 人 有 一 个 公共 面 素 的 奇异 解 % = Fe) 
是 &% 一 六 2 0) 的 包 咎 面 。 

李 闻 中 所 谣 的 事实 将 在 下 一 节 中 举例 说 明 。 

汪 孝 工 本 节 的 对 论 ; 内 要 假设 下 (Zz Wy 了 种 一 次 可 徽 ，P(a 与 了 (zy 中 二 
区 连 太 可 微 邵 可 。 

为 了 方便 起 见 , 假 裔 (13.15) 成 立 ， c=c(z) 是 由 (13.11) 所 张 定 的 咯 疼 
数 。 但 若 有 (13.14)， 那么 就 必然 成 立 (13.15)。 为 了 证 明 这 个 事 泣 ， 首 先 我 
科 要 证 肌 ， 
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RE{ go, cp “ ,)= ) (13.21) 
假 机 短 陈 在 (zy o) = (zy 9) 处 的 悉数 < 瀑 么 存在 着 (ay pe 和 4) 
拓 旭 pp 0) ;使得 下 式 成 立 
Dele, my 0, Dhaest, 各。 1, 
这 时 对 于 r>ry 合 
A hp (0) 《一 十 1 区， 
居 由 3.12) ,就 得 到 
> NC co) —0), Ta: 0 fo Ty) 
但 是 这 个 精 果 与 (13. 多 了 矛 振 , 故 (13. 叶 4) 成 立 。 由 (18.1) 及 (13.21) 就 有 
Rk ( de。 C=. (18.22) 
又 根 据 (13.14) (对 zx 微分 ) 有 
人 ar Do hearsBes) 
由 这 个 精采 就 知道 
R$ow, 2 ) 


背 由 这 个 式 子 与 (13.33) 就 有 


_0 (rr). (了 3.23) 


上 旺 丰 站 了 加 圭一 二 
sR] Pr il: oF 
= 下 Bs gol ni 


厂 [ 1， wa 


Tr 


二 日 


【Eee Gut} 
完 驰 同样 地 ;根据 忆 3,16) 有 


Fe,e, (rs 中 { 了) 】 


中卫， 村 
a 
一 了 有 | ! 0, 


此 外 由 113.333 有 


Rk( ao oe ,sy SRk( ,cs (en 7 


i 


由 这 个 式 子 及 各 3.32 就 能 得 到 ， 
Rk{@,c, (Cry | )) cy 


一 二 .二 
对 于 第 二 神情 形 也 能 同样 末 王 明 (=). 
证 着 2” 对 于 以 z 的 速 丢 范 数 作为 元 未 的 算 障 , 当 
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Rk(a(s) 人 
在 f= 二 芭 的 他 域 一 定 的 时 人 懂 ， 东 种 点 9 时 做 条 随 的 正规 点 。 对 于 年 阵 是 正 
规 的 点 的 合体 粗 戌 一 个 开 和 集合 ; 即 对 于 年 生理 正规 的 氮 的 全 体 祖 威 一 个 闭 搞 
合 。 这 个 焦 合 电离 散 六 集 ( 印 捷 丙 让 的 ,证 明和 从 略 1 四 此 在 秒 一 圳 请 形 中 ,这 就 
是 策 : 除 了 了 -一 个 酯 散 阴 第 六 站 对 于 任 关 的 局 X= 友 y 定 现 的 名 域 中 (3.9) 
成 证 。 日 然 + 的 位 对 村 不 疝 移 点 是 相 恒 的 。 

其 次 ， 放 不 属于 化 一 种 情形 也 不 属于 第 二 种 傅 形 的 点 Y= 中 也 粗 成 离散 
阴 筑 由 因此 本 节 所 吻 的 玉 实 ; 在 除去 一 个 离散 关 利 以 后 的 空 半 的 各 个 部 分 都 
成 立 。 
| 大 了 (本 及 下 0 站 解 本 正则 ,有 所 除去 的 并 集合 是 解析 访 形 。 这 时 ,对 于 
除 盾 了 这 个 流 形 以 后 的 点 的 低 体 ,可 确定 它 或 者 属于 第 一 种 情形 ， 而 ? 是 一 
定 的 ,或 者 属于 第 二 种 情形 。 


$24 入 单 的 一 阶 仿 微 分 方程 


我 们 在 本 池 介 攻 几 类 容易 求 到 完全 解 的 仿 微 分 太 程 。 
.人 奴 仿 有史 的 微分 方程 
Flimsy DP) =0 《Po 一 Bot 。 (14.1) 
我 们 仅 讨 论 对 于 了 (p90) 是 正和 膏 的 情形 , 部 {8 >， 六， 
天 人 0,… 0) 的 情形 [现在 担 正常 的 面 素 (I4.1) 从 部 其 正常 的 ] ， 把 
(14.41) 在 pp 空间 了 B" 中 所 识 定 的 mw 一 1 条 流 形 肌 套 变 数 表 示 ， 则 有 
Ds= Yt B01) P=1, + 1), 


着 且 
BRk(BsysG) 和 nl, (14.2) 
这 三， 如 果 诅 
Vg, ©) -> Yul rs Cri) But ns (14.8) 


则 wm 玉 te; 0) 显然 是 方程 (14.1) 的 解 。 此 外 出 (14. 罗 有 
Rk(Vo, Vo, 2 


于 一 


考 
FD 了 入 3 章 ~- 船 的 单独 一 和 阶 的 耻 竹 分 方程 


Rk (Sm 日 ye ee 
1 全 PE 


Rk (09 (0) 和 e+l-m 


区 Uw (2, 二 是 完 邓 和 解 ， 
现在 ,分 名 一 | B71) ,并且 讼 


Bahl) =0 (pol1, ee nD), 人 
hl) 0, (14.5) 


那么 对 于 Viw, CE) omate) = qr, fi 3 Cun! ;在 (£6) 一 《2 ， eo") 的 令 
域 ( 特 别 在 (2 o 处 ) 就 有 


其 J 了 四 村 一 1 
中 er r+] Ar 肚 一 二 


x*0, Pe, Ls 人 一品 


因此 ， 
中 这， ¢) =O (4 一 王 ， 和 一下) 
从 和 而 可 以 决定 降 画 数 c=clz), 把 这 种 ce=elz) 代入 w=V(s, 0 
内 ,三 得 到 了 &== 了 {zw) = 产 (w， et) 宅 就 是 方程 (4 和 的 一 般 解 
L 国 为 这 里 的 Rice) 是 尾 查 的 协 数 ] 。 . 
方程 :14.1) 不 具有 出 完全 人 解 的 包 闲 面 所 形成 的 奇 了 翌 解 。 
4， 变数 分 离 型 
FS 2 一 0 (pO). (14.6) 
这 种 形式 的 方程 吓 做 变数 耸 敲 型 的 方程 。 现 在 假山 全 
ur yy, fa) 4+, (14.7) 
由 于 2 一 名 ft 上 所 以 有 
之 廊 (z 多 (一 0， 


但 因 邮 ，…, 2 是 相互 独立 的 变数 ,所 以 可 识 各 项 都 是 常 狼 ; 朗 


全 各 4 简单 的 一 名 柄 往届 综 5 
* 人 WD) 一 如 va 机 >a.=0. (44 .8) 
更 在 咀 
: a, 站 PF pl i, {14.9) 
于 是 在 弄 ; P? 的 邻 域 ,可 以 由 民 4. 马 解 出 缴 ; 而 有 
对 一 名 (rs ao) (一 工人) (14.10) 
,| 因此 根据 (14.7) , 并且 取 一 一 写 a,， 基 得 芭 
; v= | gut, adrte=V (w, Hs Cn c) : (14.11) 
我 们 还 要 进一步 痊 壮 和 这 个 解 是 完全 和 解 。 首 先 有 
: Vo gr Wy) 一。 {14d.12) 


其 次 ,如 果 把 人 4.101 代 人 (14.8) ,因为 它 契 为 恒等式 ,所 以 有 
Bf ts, Dope agy wt G4) =1, 
于 是 由 (14.13) ,对 于 所 =1,…,R 一 4; 衣 有 
Fa — Og {ty Hr = Bor lO fp) sy 


4 【一 二， "ny nC—1). 
但 是 yyy 、 
但 并 Ty 1 
. Ra be ) 
RE (Vo Pi tin 
(由 于 VY.=1, 点 Ve=0) . Br 下 一 广 【 字 ， Cis “ss Cn 1s Ca 是 方程 
的 完全 解 。 
由于 届 4#.6) 的 担 正 常 的 解 就 是 正常 的 解 , 擅 届 不 存在 册 宛 全 
艇 的 包 络 面 所 形 刻 的 奇异 解 。 
例 加 (多 -2)=0. 
与 (14.8) 相当 的 式 闻 是 
CY ts) 4 3 5 一 日 ? 
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LU 本 。 
所 以 二 二 土 Y wp 十 8wy 部 切 一 士 豆 i 二 9 于 是 完 全 解 是 


mm mn_.1 避 性 一 工 如 , 宇 
t= 二 下 二 了 富士 (zs 十 er ”二 "En To 
和 [1 | 


3.， Clairant 微分 方程 , 。 
形 如 
Pau— Sp tf (p ‘1 Di) =0 (14.18) 
的 方程 时 做 Glairaut 微分 方程 。 如 果 兮 
wey 6) — 2 o,f lon ye， (14.14) 
窟 易 脐 站 ,这 个 济 数 就 是 片 程 (14.13) 的 艇 。 此 和 氏 , 由 于 
Vo Oy) 
所 以 


Rk (UP。 Vs 了 一 的 ， 


-a 天 一 】， 1 


部 2 一 六 (2 0) 确 是 无 程 的 完全 解 。 
册 濡 ， 由 了 于- Fe, = fr, 人 所 以 当 


”pl 
| (14.18) 
时 ,从 
Le i 0 一 疙 (14.16) 


可 知 ,在 z 的 适当 范围 内 [例如 在 好 一 六 (0 中 的 邻 域 ] ,可 以 把 。 解 
出 成 为 z 的 落 数 c=c{z) ,把 它 代入 以 , 就 有 

2 一 (zetz)) = (0), 
它 是 (14.14) 的 包 和 络 面 ， 故 w= 了 f(z) 是 方程 的 奇异 解 。 如 果 利 用 
(14.T6) 不 能 够 具体 地 把。 解 上 «的 尔 数 ,那么 可 以 把 e 作为 宕 变 
数 而 用 s 来 代表 ,这 样 我 们 就 得 到 了 奇异 解 的 秦 变 数 玫 示 式 


2 一 六。 (B81 **", 3n) ' wm Ds, fo (8) —f (8) 由 


§ 4145 困 完 全 解 导出 特征 带 | 1 

紫 妈 ,和 则 于 玉 ,= 二 ] ;所 以 方程 :4.18) 所 有 的 和 解 都 是 概 正 常 的 。 
现在 完 圣 解 % 一 六 1 0 包含 一 切 满 足以 4.18) 的 面 漆 , 序 i14.183) 
的 奇异 佣 是 = 广 tr, 6) 的 包 千 加 ， 扩 有 都 可 内 用 上 辆 说 的 方法 
求 得 。 

习题 i 斌 周明 求 浪 程 广 tl Dd fn (Tn Pn 一 上 (Dy = Oy 适当 站 元 全 
解 的 三 法 。 

习题 * 求 下 列 方程 的 适 共 的 完全 解 及 奇异 解 旭 时 存在 的 后 )， 并 中 
ty 是 独 了 这 证 数 ,p= Hy He 

{a4) pgo= 二 (ly p+ gq:=£2-y, 

(2) rp+Ha=p 二 {d} =2zp+ya+py, 


$15 ”由 完全 解 导 出 特征 带 


工 _ 殷 方程 应 接 变 成 不 售 鼠 的 方程 ” 设 颁 微妙 方程 
Fp Hy PIE0 p=) (15.,1) 
的 完全 解 是 4 一 ua 0) ,其 中 ¢c 是 任意 的 常数 (在 适当 范 团 内 ), 候 
避 尺 能 够 作为 满足 方程 


0 {15 .2) 
的 隆 范 数 而 得 到 ,那么 就 有 / | 
Ur, ~— (We pas (15.8) 
把 防 个 式 子 代 义 (16.1), 就 得 
《一 AD {15 .4) 


因为 。 是 任意 的 ， 所 以 (z, 中 都 是 性 意 的 变数 (在 适当 的 范 
图 内 ) ， 如 果 抬 它们 看 成 是 锤 立 变数 ， 那 么 % 就 应 该 恒 等 地 满足 
(15.4), 

反 过 来 ,对 于 满足 方程 (15. 作 的 w 一 w(w; 吧 ,六 是 wp, 交 0, 兰 
么 用 (15.2) 所 决定 的 隐 男 数 &=u(z, 0) 就 是 万 程 (15. 芒 的 解 。 

现在 有 这 样 的 一 个 于 题 ， 就 是 用 这 种 方法 是 否 能 够 得 到 方 可 


5 .1 所 有 的 解 ? 对 于 这 个 间 题 ， 我 们 可 以 入 $7 新 样 来 着 察 , 就 
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知道 方 各 (185 .4) 所 有 再 常 的 解 都 能 用 这 种 方法 求 得 。 事实 上 ， 
设 一 2 的 是 万 程 人 .11 在 二 =? 处 的 正 带 解 ， 丰 失去 疝 题 的 一 
般 性 ， 元 放假 定 FC2?, 如 伯 ) 尖 0， 芒 昌 人 mm 各) 一 Ur} (7?) ， 
于 是 在 2 一 2 的 任 域 ，u 一 Mtz) 就 是 与 万 程 156.1) 等 价 的 基准 型 
方程 
Pi fy, Wy Pay Ds) (Py Us,) (15.65) 
的 解 。 内 此 ,加 果 合 Wl, Tar 一 下 Ts 2 用 拥 交 
=w(o) 就 下 初 站 条 件 ， 
和 (15.6) 


所 阶 一 决定 , 由 对 w=&tp) 满 是 (15.6) ,所 以 它 也 就 是 邦 程 (15.1) 
的 解 。 
现在 全 


{rw, 最 — /qo 二 — 0 — Fy, Wy 1 7 fn co) ， 
水 一 一 全 10 时 ， 方 程 (15.4} 根据 万 始 条 件 “zi 一 如 时 ， 
名 一下 一 站 (ov 0” 所 雇 定 的 解 灵 一 at 吉 是 唯一 的 。 这 个 解 
由 子 在 z 二 2 的 某 一 邻 城中 满 是 ws*0， 所 以 用 方程 (2 全 一 0 
所 决定 的 画 数 w 一 wo) ; 就 是 方程 (15.1) 满足 初始 条 件 (15.6) 
的 解 。 

根据 以 上 的 诗 藤 ， 我 们 宜 可 以 把 一 和 阶 的 慨 微 修 所 程 直 接 变换 
或 为 不 合 未 德 责 数 的 方程 ( 仪 权 独 年 变数 务 子 一个) 。 赦 在 以 后 的 
讨 戎 中 ,我 们 仅 考 虑 不 售 芭 的 万 程 , 训 

Fg By hs D0 (p=0,0)., (15.7) 

对 方程 (15.) 来 谤 ,一 切 拟 正常 的 解 都 是 正常 解 ,。 丝 庆 , 基 w=w(xw) 

是 (15.7) 的 和 解 , 痢 么 4 一 (2) Fe 位 是 任意 常数 ) 也 是 方程 (15.7). 
的 解 。 故 (16.7) 的 完全 解 取 下 面 的 形式 

w= Hv, 0 "oy Cn) 6, (15.8) 

为 了 由 这 样 的 页 数 是 万 程 的 完全 解 ， 充 分 而 必要 的 和 条件 是 


$15 出 完 全 解 异 出 特征 带 63 
= 到 (2 0 二 04 是 (56.7) 的 正常 解 ,如 
Rk (Wes, “i ) nl. (15.9) 


tp Er 


2， 由 完全 解 导出 特征 带 1 方程 (二 .7; 的 完 从 解 (15.8) ,可 
以 用 微分 法 与 消去 法 导出 方程 (15.7) 的 特征 带 ， 首 先 ， 全 6 为 
ce 的 尾 壮 丽 数 ,部 64 一 101，…, 64.1) ， 村 识 
WHR, Cys O22) oe C0_1) =D{L, ee 0 (15.10) 
出 于 中 wo 二 他 wo, 所 以 从 (15.9) 就 有 


RE{($aw, Si -nl, (15.1) 
这 样 , 当 6 是 常数 时 ,下 刘 的 4 一 个 方程 
bo {oy OO fp=1, pm 一 全， (15 .12) 
在 空竹 B* 中 束 块 定 一 条 由 线 { 纵 数 是 mn 一 人 一 一 1 的 谋 形 ]】: 
好 一 2 一) (15.13) 
这 里 ,上 是 曲线 的 秦 变 数 。 


如 果 兮 
一 一 入 有， (16.14) 
现在 我 们 末 证 六，(z, &, Pp) 一 {2 4 0 (人) 就 是 方程 (15.7) 的 等 
征 必 。 
首先 ， 由 于 (15.18) 满 足 (15.12)， 因 此 把 它们 代入 (15.12)， 
然后 再 对 t 微分 ,就 得 漳 


Epescata Dd =0 (p=, nd) (15.15) 


此 外 ， 由 于 :一 和 (z, ec) 是 方程 (15.7) 的 解 ， 把 它 代 大 (5.7) 关 对 
tp 微分 ,就 得 到 , 


> (re 下 一 上 二 中 一 0 。 
但 是 出 415 .14) ,上 式 可 写 诬 


fd 药 有 到 一 般 的 昔 典 一 阶 的 侦 征 号 方 1 


~ CP Fa ort dn tr tr PY 0 
p=1, -…, nl1), 15.16) 
把 它 和 方程 .15.15; 比较 .因为 拒 们 可 以 把 它们 看 碟 是 同样 以 
(4 js 为 系数 的 联 立 一 实 广 程 租 , 排 且 由 于 (15.11) 成 立 , 所 
及 (15.45) 的 解 2 必需 与 15.151 的 解 人 emp 懂 比 钢 。 
这 表示 (由 于 六 的 正常 性 ' 存 在 一 个 数量 面 数 7( 四 ,使 往 
DAN nn Wwe, 9 16.17) 
国 此 由 人 45.14" 及 ( 后 并 六 :次 映 地 得 出 


w(t) 大 > (Dif pr, mtr te, (15.18) 
此 秆 ,由 于 = 蕊 {fT 0 是 (15.7) 的 解 ,对 zw, 微分 后 ,有 
{Ft So Fog loes 0. (15.19) 
男 一 方面 ,由 (5 .14 及 15， 17) 有 有 
PD, {t= > (bs, ‘tt DE Ep pr) Ce tr pO 9 
故 由 15. 19) 得 到 
Put A ,pt Ds, (15.20) 
入 全 (后 .17)，(15.181; 及 115.20) 就 得 到 
cd oP, —Adt, (15. 21) 


妆 fz 二 上 尽 万 程 116.7 了 7) 的 特征 带 。 

因为 在 15.40 中 are ey 6) 基 性 总 的 苏 数 ,所 以 只 要 适 
当地 选择 这 个 黄 数 ,就 能 够 待 到 (15. 站 的 一 般 竺 征 带 ，、 海 了 误 朋 
这 一 点 , 竺 如 我 们 看 -一 看 当 


nt 一 1 
AC 一 一 best (5 . 22) 


8 6 Hailenrdaoobl 入 徐闻 方 各 05 
的 情形 。 这 时 (15.13) 成 汐 
WD 0 — bs = 0. 115 28; 
对 于 人 尾 启 一 个 注 是 方程 .15.7) 的 面 素 ‘2, 中， 和 成 站 着 雇 定 名 
的 方程 加 


了 了 站 ch Li 
Wo, 0 To "| (15.24) 


隆信 
由 于 (3 8) 是 方程 的 完全 解 、 所 以 亲 i12 和 他) 在 适当 范围 内 
的 时 候 ， 利 出 于 趟 翼 可 以 完全 雇 定 扩 。 于 荐 中 起 ,23) 可 以 记 定 
6 一 证 i209)。 最 后 利用 
-St 


可 以 决定 &. 这 样 就 竺 到 了 过 合 尾 章 面 江 2 加 p01 特征 将 。 
为 了 简单 起 见 ， 本 节 仅 讨 芥 了 志 中 不 合 的 情形 , 至 于 产 舍 
有 的 情形 ,可 以 用 同样 的 专 法 由 完全 和 解 来 求 出 特征 带 、 
注 莫 ”现在 施 明 - 一 下 , 六 程 (15.7) 具 有 户 式 如 (5.3) 的 完 色 人 艇 ,加 fx， 
w9 2 是 办 程 (15.7) 任 意 和 的 正常 面 束 f 的 值 完全 任意 ) ,不 失 天 - - 般 性 可 以 
慨 杷 记 n, i7 2 二 0 ,于 是 在 (ry 4 如 室 间 中 点 《320 扣押) 的 适当 邻 坡 ， 可 
以 得 到 与 1 .站 等 价 的 基准 型 左 程 
m= Ty Pay ry Fh ,=2.), 
对 于 和 {Cry ry Ch-2) = (EE + 字 江 交尾 全 的 < ? 这 个 方程 县 有 利 
早 条 件 
和 一 对 时 ， 4 入 ptpg 一 吉 11 十 0 
所 决定 的 解 WwW= [I rey Cn 对 于 这 个 证 ,用 于 成 证 得 尖 和 式 
(TFz)m= 夺 一 6 1 Oy 
加 (于 一 本 并 一 工 ) 
所 以 满足 (15.9) 中 的 条 件 。 < 


$16 Hamilton-Jacobi 伪 微 分 方程 


1. Hamilton 正则 方程 让 Lf, 2 一 - ‘i, iy “+ T) 基 独 豆 


6 第 3 章 - 盘 的 昔 可 - - 阶 的 遍 衣 分 访 樟 
变数 ,关于 o 一 tb 人 的 俩 微分 方程 

Bw Hf, Fy Piss 一 有 ‘18 工 ) 
外敌 Haxmilton-Jacohi 机 微分 太 程 。 它 的 特征 微分 方程 各 是 


这 


Qo 
;7, = ,,， 1 Dp, - 


ut 


1 w= pil —H, 1 p= —H (16.3) 


光明 ; 是 独 地 让 匆 , 站 w=pn。 因为 6.1) 可 以 守成 =o 
十 下 一 0 他 知 = 一 苹 ， 所 以 有 六 及 -所 pt H,,—H. 


因 交 站 不 含有 如， 所以 方 得 名 16.2} 可 以 小 成 是 忆 公 舍 布 
(2 P) 的 联 广 微分 方程 灿 、 这 各 方程 时 做 Hamilton 正则 方程 
攻 是 力学 与 安 落 学 中 重要 的 微分 万 程 。 

因为 46.3 的 解 是 左 程 416 .二 的 特征 莲 ， 所 以 可 使 用 前 节 的 
方法 WW 二) 。 


一 并 【一 工 , 1 392) ， (16.2) 


w= By Cy ty Cn) Emil {1,41 
,|x0 (16.51 


| oo | 
是 用 上 一 字 的 方法 所 得 到 的 完全 解 ; 于 是 与 (15,28) 相当 的 式 子 
是 


Wt foo=B, =, 1), {16.6) 
更 芷 把 Dp = Fy) 人 做， 于 分 
时 1 9 i = Dt) (v=1， ny 1 ) (16.7) 
剧 租 16.35) 就 能 得 漳 如 。 
Lt) = | (> pl, 一 二 ) =。 (16.8) 


下 面 我 们 举 儿 个 典 迎 的 应 用 信守 : 
2， 中 心力 场 中 着 点 的 运动 方程 ”古典 力学 中 关于 静止 坐标 
系 的 慎 点 运动 方程 是 


8 Harnilton=Jacohi 诗 币 女方 容 


1 二 

at 
(y=) 

其 中 
吾 -_ 工 名 估 +Utz) (mm 是 质点 的 质量)， 


2 y=]1 


0 是 位 能 :普通 %=2, 或 是 一 3)。 


-Ls= Hy br, jr Dr —H,, = 一 -Dj 


. G7 


加 [ 困 使 用 和 平面 极 华 标 , 其 ii， Dn) 一 (r eost, " sin 8) 9 而 Uz) 
在 中 心力 恕 的 情形 下 , 是 仅 与 7 有关 的 两 数 , 序 口 9(7?}。 这 样 ， 


经 过 简单 的 履 算 ,容易 竺 到 
.-- 1 + + 一 一 和 但 『 
五 :- oy (0 十 克 )。 


因此 Harilton-Jacobi 微分 方程 是 . 


Bw + (rr = 人 0, 
wn 


为 了 了 求 巡 个 万 程 的 先 玛 解 , 我 们 识 
w= atth+gr), 
把 宪 代 入 (16.10)7 (由 于 #8 是 常数 ) ,就 得 到 


(的 (人 7) 十 par 区 十 gr) 一 0 


一 此 寺 J 


于 是 有 
hr, gb) = +|~2ma— Dm gr) br adr, 


如 某 在 (16.11) 中 分 
Wi=e, Wo=0, 
那么 就 得 到 、 
一 站 十 直人， oa, b=e, 各 十 丽人， 好 b=0, 


所 以 对 于 (16.12) 的 中, 我 们 得 到 了 有 关于 t 及 t 的 公式 


1 —m) (2ma—2mg(r) — by) -dr — 6, | 


p= ml br me — mgr) — br) dr +e: .| 


(16.9) 


{16. 10) 


(168.11) 


(16.12) 


(16.18) 


63 第 3 深 一 般 的 单 娄 一 卫 的 隔 潮 条 太 程 
习 避 1 对 于 (6.11) 的 尖 ， 成 并 区 
| 
| = 
肝 入 一 下 用 116.117 所 求 的 解 星 完 全 解 的 条 件 。 
习题 2 矶 of 1 了 1 常数 计算 416.13) 。 
二 此 面 的 测 地 颖 ”起 已 知 以 wu 为 参数 的 曲面 太 程 《三 蕉 
空 疝 的 二 条 流 形 ) 为 
(wy 由 一 [人 
对 于 曲面 上 的 曲 弹 ， 邹 以 曲面 坐标 fw, 由 所 表示 的 万 程 (w, 9) 
一 4 2 和 , 宇 的 骂 长 其 
S—|V Eurapw roa, 


这 里 ， 
a 人 一 二 十 了 十 区 3 
FF= XX,Y, 二 2 四 
这 时 ,曲面 的 测 地 和 线 就 是 下 并 Hamilton 正 有 友和 
ct 氏 和 


一 了 1,, 一 一 五 
人 四 和 (16.14) 
dH a 


的 解 , 这 里 
下 一 林 ( 瑟 G- 879)-1(Gza 一 2209 十 再 92) (16.15) 
(我 们 在 这 里 把 名， zs, Pi, Ps, 写成 2, 2，9) 
正剧 万 程 所 对 应 的 Haniilton 一 Jacobi 幅 徽 分 态 程 是 
wt (BG— B?)-1 (Go —28wa0, + Bows) =0. (16.16) 
如 果 能 得 到 满足 条 件 


Ws Waa 
" ' < 16.17 
Ws Ws) 16.17) 


8 Hanniltn-Jacobi 让 秃 耻 搬 绎 LE 


的 完全 解 ew = W(t, Ht, 0) 十 6 其 由 


Wo=e, TH 一 er (16.18) 
六 能 够 求 香 浊 地 线 方 程 fa 521 = fa 人 (全 。 “ 
现在 试 分 
(a0). (16.19) 
设 包 二 古 ,大 把 它 代 入 方 积 (16.16); ,和 天生 
G2F ab + BV EG— £2, (16.20) 
对 于 这 个 解 由 ，(16.18) 就 成 为 
Hi= atty, TT,= gb,, (18.21) 
因此 箱 件 (16.17) , 当 e 关 日 时 ,就 是 “ 
0 1 


因此 我 们 只 要 求 出 瑟 程 116.20) 满足 条 件 (16.23) 的 解 朗 可 ， 又 
因为 湖 地 线 与 套 变 煞 的 选择 无 关 ， 所 以 由 (16.18) 的 第 二 个 式 子 
[满足 (16.21)) 就 得 到 淹 地 线 方 程 

hy, ss BI =O. (16.28) 
作为 例题 ,我 四 郑 虐 -一 下 问 寺 曲面 :以 z 轴 为 回转 畏 ) 
下 (18.24) 


这 里 . 
Bf' lus ry (0), F=0, G=f(, 
所 以 现在 的 方程 (16.20) 是 - 
GTEED NBG. (16.25) 
把 
=w uy — Dy : {16. 28) 
代入 方程 ,就 得 到 


PU) = RON- , (16.27) 
于 是 由 (16.23) 及 116.26) ,人 得 到 . 


?0 第 8 章 .一 般 的 单独 一 蕉 的 入 痊 分 万 程 


v= 二 6| VBIG_ gro, (16.28) 
™ .1 


此 就 是 曲面 {18.24) 约 测 地 妨 的 万 程 ， 
习题 3 对 于 满 电 位 868.25) 而 形式 如 避 了 .2) 的 解 , 讨 广 -一 下 条 他 (6.32) 
成 丰 与 天 的 情形 。 
习题 笃 求 下 剂 备 曲 面 [(4y 是 大 并 数 ] 的 测 地 线 。 
(a) Czy $= ur eos ty Ch sin t+, Ky} 
( ch w= (ex 十 ee )( 加 重 Catulon 归 珈 )。 
Cb) 《2 9 一 和 Deoswy rsinay uy (螺旋 面 ) . 
{ey 7 二 十 Nw HA {2 2 i 2) 
= (a — b2) (人 一 2}, 
#= eV Te ta or cay 
人 
-2 二 2 于 
(本 加 而 n2 ' hs +. 2 1). 


§ 17 翻 始 值 阿 题 的 解 的 唯一 性 


1.，Haar 不 等 式 在 3$11 及 §12 中 ， 我 们 假发 了 -一 阶 仿 微 
分 矶 程 的 解 至 少 二 欢 达 逢 可 徽 ， 兰 在 这 痒 的 假 贡 下 讨 散 了 初 姑 什 
站 题 。 但 是 ,当初 姑 条 件 是 二 次 连 各 可 微 时 ,除了 二 次 回炉 可 微 的 
租 凡 外 ,是 否 还 存在 着 一 次 巡 炉 可 微 的 解 呢 ?对 于 这 个 理论 性 的 问 
题 , A. Haar 把 出 ， 习 在 假 识 解 是 一 次 回炉 可 徽 的 条 件 下 能 证 阴 
满足 已 着 初始 兴 件 的 解 是 险 一 的 。 

首先 设 独 立 变 数 中 有 一 个 是 时 间 变 数 , 并 把 它 记 作 必 , 而 其 余 
的 独立 变数 是 9 一 ( 坊 ，…， ym) 我 们 车 夺 基 准 型 凡 微 和 分 方 程 

uw=fip, yy Wy Dy WP) (Py = OW) , * (17.1) 

设 这 个 方程 号 有 两 个 满足 条 件 “ 当 z=a 时 ,w=B (yy ym)” 
的 和 解码 (zj) 及 ua( 空 ;yy) ， 和 作 宇 朱 的 差 4 一 扫 一 2 则 2 所 满足 的 
方程 是 


$17 和 娃 估 园 题 的 解 的 哗 - -性 71 
OD = YM Oy To) YM 0H), 
但 是 另 一 方面 ， 
和 eye ys Teoy Ou (ua 00))a0 


一 中 1 人 YI V+ put, WD 【一 局 
于 三 : 
这 时 
1 
to 一 | 产 (e， yy, V1 -Hv , Olt 二) dn, 


加 一 | fol yy i dv) dd 
fF 和 慨 访 8 yD) 及 Wtz 2 都 是 一 次 严 入 可 徽 的 ]， 所 以 在 
(2 败 的 适当 范围 中 ,成 立 着 下 面 的 美和 
[了 va yO, (C17 .2) 
其 中 444, 8 蚌 正 的 常数 。 于 是 现在 的 有 间 题 化 克 : 如果 在 适当 的 范 
图 内 (17 .成立 的 前 ， 著 么 要 证 明 在 这 个 范 团 内 wz, 四 一 0, 为 
了 征服 这 个 于 和 实 ， Tiaaz 首先 证 晤 了 下 面 的 定理 , 
定理 17.1 发 在 范 园 D={z, 9); Oz， 9 世 1 一 Az] 内 
ua 0) 巡 炉 本币 ,并 上 下 剂 条 件 破 六 : 
[ot0, y) .<A (17.8) 
| > Bw|+B'ol+O (A, B, O30), (17.4) 


球 么 在 整个 卫 内 , 跌 成 站 着 下 四 的 关系 


vv, WD) | SMerr+ (er—1). (17.) 
是 明 现在 合 : 
ve (ew—1), 17.6) 


于 是 只 要 证明 在 DD 中 iw! 之 和 H 即 可 。 首 先 ,由 (17.4) 及 (17.6) 有 


的 第 3 帝 一 般 的 单独 - 阶 的 二 惩 和 方 积 

| | (CY i pe 

awi+ Bwi+O|<4> Ow|+ Bvt-e 5z] | 十 Ce-ze ， 
Ai 


即 在 妖 中 看 
dwt Bw A > dw | + Biwl. (17.7) 


及 用 (17.8) 及 (17. 提 帮 
wDO, vy < 17.8) 
但 是 如果 zx>0 和 相当 小 , 那么 ， 由 (I7.8) 就 能 有 wtz, 9) 三 笠 ， 
如 果 现 在 尘 公 部 九 中 的 点 利 不 总 有 < 一 开 , 序 存在 着 (2z, 级 ,使 得 
wr 9) 汪 玉 。 这 样 ,分 
Ee=inf{z; 的 人 六 友人 y) MH}, (17.9) 
显然 80,， 
驻 出 (17.9) 有 
OTe, (rED WH, wr, EMH, {17.,10) 
此 外 ,由 于 如 17， 四 的 沉稳 性 ,于 存在 庆 这 和 样 的 , 鸽 得 
(EM ED, we, N=NH, (17 .11) 
十 基 让 8 三 土 1, 开 且 规定 
OE NOM 8,.=1, 
wn) OH 2 一 一 二 
现在 考虑 空间 五" 由 一 段 完 全 落 在 内 的 线段 
Oso Yn ed.r— EH) = YY) 
(= a}, 
改色 烘 闻 过 一 艇 线 的 值 是 zu 硅 且 | 不 记 流 
2 = Ya ), 
册 由 (7.I0) 及 (7.11) 就 有 
当 Oe 时， w= 
Bh ee' (#) 关 0. 但 是 男 一 方面 ， 帆 于 上面 所 规定 的 yi'2) ,8 的 定 
六 ;有 


§ 7 的 于 13 


ri 


一 一 =” 本 + 
2 《二 (a ?下 之 Oa {rt 
一 


= {2 4 一 -| YN 各 J nt. nm, 


AL 


二 此 
(a "A Y， A jsprteoocs0， (17. 12) 
上 


正三 


此 姑 ， 册 于 妈 舍 人 一 天 一 Ta 所 雪人 012 ;我 们 就 
得 到 


(B20 Ba ) et, »> (4 > Ow 二 i J pn 


这 个 宇 开 与 i177 于 硝 ”于 下 必 引 的 原 国 是 由 于 作 了 在 DP 
存在 着 ,本 香 二 0 的 假 泪 而 计 巡 的 ， 所 妇 在 全 
浆 的 刁 中 有 iz; -如果 代 标 世面 省 碟 一 负 ， 则 有 (2, 7) 
,一 证 韦 

现在 利用 定理 7.1， 我 们 可 以 由 (17.21 来 证 本 ， 在 和 2 的 
沱 园 内 及 ;和 一 0, : 

在 失去 间 题 的 一 般 性 ,可 忆 在 和 胡 D 二 人 0 站 的 某 一 名 城 洪 讨 
前 y 记 以 可 取 4 一 0。 起 裕 ; 识 四 亿 全 在 这 个 名 碱 达 内 i 邵 ? 相 :i 地 
让 1。 几 于 导 7 .21 ,对于 任意 小 的 2 二 0, 恒 布 


本 | ol he, 2 .0,1-<e, 


_ 已 -in 
(2 | Ce 一 


取 80 的 极 根 后 , 避 待 到 

vr I=, lr en., 
如 末了 到 一 2 代 和 村 求 计 闻 乓 证; 央 有 下 面 的 结 杂 ; 当 270， 
Jy 


4 箔 3 齐 一 般 的 草 独 一 阶 的 毁 党 分 万 程 


9 一 般 4aucpy 问题 的 解 的 唯一 性 ”个 独立 变数 为 4= (is 
人 2 一， 我们 讨 座 非 共 准 型 偏 微分 方程 
Fg, UP ED (py= O00), 17.13) 
定 的 初始 面 染 组 ty typ) 一 ta, 忆 ， Y} 8191) 应 该 满足 
(7 13 大 


Ba B17) au tm 0 (17.10) 
首先 候 融 对 : 
Wy = T(E) {v=1, :no) 
吏 苹 
De i £0, (17.15) 
9 


央 这 变换 把 独立 变数 zx 变 成 2. 如果 以 6, 表示 对 z, 的 徽 人 委 , 那 入 
就 以 包 轩 如 表示 对 元 的 微分 。 再 使 
P= Od PD, = O80, 


则 有 有 
和 一 之 | Duozopv。 
但 是 ,如 果 会 六 (2 wy 的) 一 六 (zu 闭 ， 闭 么 还 有 
a -7 z,F, . (17.18) 
男 一 方面 ,因为 2 一 a(s) 变 成 了 #=a#(s), 所 以 有 
~ dor le) = Oz Doe, () , (17, 17) 


因此 ,由 (17.16) 及 民 7.,17) 可 得 
Fila BT Oo 


"mH 


一 了 fa ”1 il 
人 


洁 果 ,根据 (17.14) , (17.15) 就 有 


人 (a, By Y) Does 的 


并， -py n=—l1 和 


$17 番 姑 信和 问题 的 晤 的 队 一 性 7 


mn 10 (17.,18) 


曲 


| Fao, 局， 7) Opa | 


现在 任意 地 取 s 一 ,并 且 由 于 (3.14) , 不 失 问 题 的 一 般 性 ， 
可 以 假设 


Born (8) i |*D. (17.19) 
和 这样, 我们 取 
站 1 三 半 1 We (Fg. 1 了 和 | (17 .20) 
Pa 


插 公 如一 1 用， 中) 刚 册 得 7.20) 及 17. 19) ,就 有 
EC 
DD {Ri yy Th 
所 内 利用 (17.20) , 就 使 zf 一 2? 的 令 域 与 X= 二 2 一 a 90) 的 其 一 个 邻 
域 威 一 对 一 的 对 应。 于 是 2 就 是 的 连续 可 微 的 丙 数 。 从 曾 可 以 
抬 独立 变数 变 夏 独立 变数 了 ;而 2 一 af) 就 亦 为 
2 一 cf3] =0， Foyt1™ yr1 8) = 全 上) 


划 是 根据 17 18 有 


此 


= dels) 


+ = 
a1, 1 | 0, 


_ 一 Er ,rt = 一 . 
Fs ad, FO. 


卢 一 上 年 一 工 
这 样 , 和 ty 4 全 一 ta 有 70 人吉 近 的 面 素 开 足 与 (17.13) 对 应 
的 五 程 , 总 程 ， 
下 (一 
在 其 中 ,可 以 把 入 解 出 ,从 而 得 到 利 ! 兴 等 价 的 共 准 型 方程 
D1 = ft, Uy Pay Pa); 
井 晶 使 初 怒 条 件 实 成 为 
和 一 日 时， WB(Rs A) 
最 后 , 连同 前 面 对 基 准 型 方程 所 和 到 的 车 果 , 就 证 朋 了 下 面 的 
定理 。 


7 铝 呈 音 ， 辣 国生 基 一作 的 何人 答对 :7 下 

定理 好 .2 设 ftzy yp) 在 io 9) 的 茜 一 分 域 严 秆 可 
徽 , 亩 面 漆 钥 位 ; 训 ; YV81 在 满足 (有 人 一 人 有 上 后 的 东 
一 8 仁和 的 常 域 达 沪 可 第 紫外 亿 芒 i7.14) 谎 开 : 这 样 , 在 X= 一 2 
的 适当 邻 城 ， 广 已 (17.13) 语 有 有 面 琳 和 ta 请， Yli8) 的 一 次 连篇 
可 徽 的 解 居 是 一 级 ， 

注 蕉 ”关于 定理 17.3, 国 瑶 [38) 无 内 相识 训 分 导 谁 证 ,只 亚 是 束 针 加 效 

即 可 。 

定 环 17.3 仅仅 断 苇 在 +== 公 适当 的 邻 域 方 往 解 的 只 一 什 。 代 是 一 般 不 
可 能 把 近 和 条 虹 扩 拒 玫 有 铎 新 在 在 全 1 侈 和 奈奈 淮 开 Fi Fi ( 章 次 说 
fy Ty # 是 独 谍 定数 ") 

， 一 一 2 (17.2T) 
的 一 般 解 :5357 二 六 (2 一 拱 ! 疗 全民 总 殉 数 ) .这里 如 果 夫 定 

Ty 9 一 是 
和 

Ce 常 莪 ) ， 腊 欠 容 品 正明 8 避 C7y 及 站 金平 面 上 :是 方程 和 7, 久 ) 内 次 洱 扣 i 
可 向 交 一 ， 疼 且 调 应 全 销 和 苇 作 区， or 0。 这 就 沈 由 了 对 于 间 一 宙 竹 荣 件 ， 
基站 扫 附 一 性 征 岂 抽 弃 茂 - 个 匣 疼 由 的 。 首 四， 还 证 尝 阳 和 十 面 炎 似 的 ， 伺 
tr 是 雹 限 : 天 速 坛 可 微 的 网 于 。 


第 4 章 ”两 个 独立 变数 的 二 阶 
仿 微 分 方程 和 方程 组 


对 于 一 . 阶 从 徽 修 方 程 ,我 们 以 常 微 分 方程 为 基础 ,可 通过 特征 
曙 科 及 特征 带 潍 建 立志 程 的 积 季 理 哈 ， 仙 是 对 于 高 阶 的 琴 是 联 江 
的 己 微 分 方程 ,即使 在 方程 第 是 线性 的 简单 清 形 下 ,一 般 就 没有 这 
种 太 一 的 处 理 方法 .理由 很 蓄 单 , 用 一 条 话 来 说 ;就 是 这 时 特征 体 
可 能 是 实 的 ,也 可 能 是 谨 的 ,这 将 出 解 的 本 盾 来 确定 。 因 此 一 般 不 
可 能 通过 特征 体 用 化 成 常 微分 为 程 各 的 浪 法 尝 处 理 问 题 . 

虽 是 这 样 ,但 在 两 个 变数 的 博 形 , 央 题 还 是 容易 解决 ，, 处 下 的 
方法 也 很 简单 。 过 去 对 这 方面 的 问题 已 绝 作 过 仔 厅 研究 ,因此 本 章 
将 就 信 绑 性 的 恒 形 作 一 简 半 的 介 灵 我 们 的 讨论 以 六 曲 弄 为 程 为 
主 , 对 椭 轩 型 的 情 上 撒 只 芍 解 调和 丙 数 ,至 于 直人 他 的 内 容 轴 留 在 后面 
几 帝 详 萌 闲 。 在 本 剖 中 仍 航 币 所 有 的 两 数 在 变数 的 适当 区 域 (区 
域 的 厅 数 等 于 狐 立 变数 的 个 数 ) 中 ,其 有 过 当 区 数 的 连 先 可 向 性 : 
所 诗 诊 的 变数 与 两 数 ,也 帮 不 规定 萎 们 一 完 是 实 的 。， 


$18 二 阶 件 线性 方程 的 标准 型 


必 了 Y 为 独立 变数 ， 为 (2 39) 的 不 知 画 数 ,考虑 下 刘 的 二 
阶 军 线性 慨 微 分 方程 
AOrt + aor eod t= Fr, yf, Wy 站 on ， (38.1) 
这 里 
ra Pe)=t{a, ,cr, 2， 
坑 在 适当 地 选择 一 相国 数 Sr 角 与 52, 中 ;大 把 狐 袜 变数 由 
(2 镍 变 成 司 ， 2， 期 有 


?8 镇 4 人意 ”两 个 锤 立 变数 的 一 防 偶 短 和 芬 方 程 和 方程 糙 
BD ONE TOR OM Ot Oy 
Om OF Ei OF En OT 
+ Or Er TF ON) 
于 一 二 * 
十 (art 于 Bi。 Ney) 
Do 一 Or Est 208 En Oi ny 
十 《Be 
于 是 (18. 驶 变 成 为 
A TIBOR TET OO = YE, 9 Wy Oy OH) (18.2) 
现在 对 (%, 吃 的 任意 责 数 op， 由 引入 下 面 的 记号 
Qo =agts to pest pyre) Fopybyy {18.8) 
这 样 就 可 以 把 .4, 8,C 写成 
本 一 由 人 的， BEB-QE,D, CO- , (18.4) 
现在 试 适当 的 选择 tr, 办 的 画 数 和 与 9 使 得 (18 .2 的 主 部 
\ 亡 左边 ) 北 成 最 简单 的 形状 ,为 此 , 乱 讨 论 一 下 下 刘 入 的 二 详 沪 程 
“ eh ap +e=0, (8.5) 
并 识 #0。 驾 据 寻 8.5) 的 制 虽 式 的 符 导 可 以 分 盛 三 种 情形 进行 
讨论 。 
1. 双 有 蝎 型 ”ac 一 63<0 的 情形 。 
这 时 , (18.5) 县 有 相 异 的 实 根 ， 裔 两 根 为 A= 加 2) 仍 及 
入 a 人 1 壬 久 9， 腊 由 
dn 274o=6 NM) (A) 
而 有 有 
QP Pap My (Pr — Npy), (18.6) 
于 是 加 膝 设 ,分别 是 下 列 一 阶 慷 微分 态 程 
64— M1{F) We > 


18.7 
Te Ms lt yy=0 ( ) 


48 二 挤 中 入 性 万 入 询 慰 i 蔡 理 79 
的 和 解 ,并 且 yny 半 0 的话, 于 之 由 i18. 站 有 
* : = CA) En 天 0, (18.8) 
fie ly 
次 无 首开 (8, 人 全 束 生男 作 为 独 站 变数 ， 关 由 《18. 和， (tL8.6)， 
{18.7) 阁 
A=eis 二) =0, COC-H DD=0. 一 一 (18.9) 
王 外 ,利用 (18.7) 本 向 十 3 一 — ZO) 人 1 由 3 二 人 出 有 
B= (€,， 和 一 {GA1A3 十 已 1 十 六 8) 十 时 二 和 
一 29 一 有 
于 证 由 (18.27,, (18.9) 就 得 到 了 标 惠 产程 
Or Es Hy Wy Oey Os), ‘(18,10) 
六 全 ,如 果 识 5 一 访 十 本 ,n== 蕴 一 了 ,那么 还 可 以 变 成 下 刚 的 形式 
OF OF, uv, xt, Byt), (18.11) 

2 ， 椭 轿 型 ac 一 23; 0 的 情形 。 

这 时 48.5) 无 实 松 ,两 根 为 闭 乾 复数 。 由 于 (18.7) 中 的 入， 和 
共有 复数 香 , 所 以 不 能 在 实数 的 范 轩 中 研究 它 的 特征 曲 绪 。 因此 
有 必要 把 独立 变数 当 作 复 变 烙 来 券 虑 。 即 把 原来 看 作 实 变数 (2,9) 
的 解析 正 肌 丙 数 &,5,c 加 电 扩 张 ， 考 虑 为 复 变 数 (z+, 扫 的 正 天 
图 数 。 

说 Ea (人 一 一 二 ， (18.12) 
由 于 - ooto, nm )， 所 过 


| . 
Oz, 6) = (18.18) 


在 上 面 的 变换 中 ,由 于 当 (z, 作 是 亦 数 时 ,入 与 入 是 共 耗 复数 ， 
所 凡 (8.7) 中 的 解 £, 9 也 是 相互 下 看 的 。 衫 据 118. 人 也) 就 能 知 
道 , 如 末 Lz 四 为 实数 ,那么 (Y， 了 ) 也 为 实数 。 于 是 内 (18.13) 可 


sD 第 土 砷 ”了 两 个 炙 立 灾 数 的 一 阶 俩 答 共 方程 表 方 程 章 


知 用 立 变 数 变 换 就 能 短 到 标准 方程 
< 一 由 [和 {1158.14, 

注 匡 如 by 不 是 人 这 ;只 的 解析 正 基 加 装 ， 那 处 卫 面 的 左 法 将 椒 还 
用 ,但 害 丰 这 种 情形 中 是 否 奶 存在 背 实 三 数 的 变 措 ;使 得 方程 施 化 成 (13.14) 
标准 浇 的 形 凑 呢 ? 六 是 一 个 蕉 问 是 ,夫人 弛 Courant-tTilbeyt: Moijioda der 
Mathematisehen Plysik 31 中 甘于 Deltrami 方程 一 肯 。) 

3， 挑 物 型 cc 一 7a=- 0 的 情形 。 

\18.5) 具有 实 的 二 重 根 和 =f; 页 


- QP Pa MP, 
更 和 在 公 二 一 上 人 2) 为 满足 办 程 
SrA, WIE, C—O (18 .15) 
关上 且 总 关 0 的 责 数 ,期 
A=Yylt, =0., (18.16) 


了 基因 器 = 一 Ge 一 4 短 ， 所 地 在 
B= = (0 bey net CE, 十 6 
= — ME Ne — ah EAE, nD, 
因而 根据 (18.15) , 对 任意 的 wz) 胃 ,必然 有 


B=0. (18.17) 
现在 选取 ”, 使 得 7% 一 和, 关 0, 那么 就 有 
te es 二 一 yn 一 A10y) 闯 0， 
Ty Ty 1 


OO, Da — hn) 于 0， 
. 于 是 可 以 代 标 (z， 而 取 (6; 总 为 独 开 变数 ,从 而 由 (18. 庶 得 到 
了 标准 应 程 
= GE WL Oy, OR) . (18.18) 
江 项 & 在 驶 曲 型 及 撑 物 型 的 睛 形 中 旭 果 假定 g be 是 {z, 坊 的 二 次 


这 妆 可 微 的 丽 数 , 那 入 入; xa 也 二 或 过 糖 可 向 ， 凡 而 知道 4 9 也 二 次 连 粮 研 
往 。 一 盘 地 莽 ， 旨 9 与 54,8， 2 具有 同 深 数 的 可 微 性 。 


§ 1 标 并 如 项 型 也 税 分 六 程 ， B13 
1 注 熙 3 根 扩 意 3 中 所 衣 的 特征 条 件 y 如果 fy ==5 所 决定 的 曲 神 号 


去 伍 的 插 征 各, 屠 蕊 对 
Pr = 0, 


于 时 Hi 才 秆 13. 记 的 把 的 及 Wy 中 所 表 共 多 两 旋风 秦 
， 二 全: 这 消 和 者 
尹 是 :和 呈 各 交 下 的 后 征 遇 下 ， 玄 山王 汪 程 县 和 有 了 西 三 实 征 二 。 椭 圈 李 方 本 不 
， 存在 交 竺 征 盖 说 牺 开 志和 划 保 存在 一 族 : 实 特征 所 缚 - 并且 标准 副 计 3 的) 的 
末 族 生 秆 和 在 王 并 = 向 3 1 的 性 征 总 族 训 为 #7 二 6 
" § 19 标准 强 有 归 型 仿 微 分 方程 
; TI， 首 先 卷 蝶 一 下 最 简单 的 方程 
Bu 一 0。 (19.1) 
容易 输出 拒 的 通 解 
= pr) 二 i ， (I9.2) 
" 四 社 玫 数 由 避 9.2) 站 齐 就 可 
性 P= p(n), =%,= wy)., {19 ,号 ) 


温存 我 们 要 利用 Cauchy 条 件 玉 达 定 侍 音 苘 数 pg, 中. 融 安 是 
一 -和 茶 灿 线 , 和 刘 柯 与 3 畏 或 ?十 再 行 的 切 续 、 设 在 


OO; (zy) ={t, PF}s), 
人 ek FB) | (19.4) 
(s 是 曲线 的 套数) 并且 还 输出 了 关于 导 面 数 交 9 的 条 件 
CQ 人 入 十 启 (819 一 48) ， (19.5) 
这 里 
AT F's) | 
ee ls) | 1 
于 迄 利 再 避 的 七 带 条 件 
spt Y's gqg= U's) (19. 7) 


及 19.5)， 就 能 得 到 p= 尽 革 })，9=w'(FY) [由 于 (19.8) 及 


82 第 4 章 ”两 个 独立 恋 数 的 二 阶 艇 签 中方 吉 和 方程 新 


{19. 合 ] 。 另 让, 因为 有 {XY 了 和 0,07, 记 ptr (9) 
除了 积分 常数 之 外 可 完 仿 决定 ,而 积分 常数 则 由 条 人 (19.4) 决 定 。 

注 匡 1 如果 4 六 2 Cy) 是 D+1 次 巡 炉 可 微 ) 而 49y py 7} 8} 是 28 次 
过 池 可 徽 (V 宇 站 )， 那 和 所， 部 (3 是 人 了 十 次 速 答 可 微 。 


2 下面 省 虑 一 下 较为 一 般 的 沪 程 
Gi, Y), (19.8) 
识 5 一 mtzy 多 为 态 程 19.8) 的 一 个 特 解 ，pfz) ,由 iy) 是 任意 男 
,那么 容易 答 因 [119.3) 的 通 解 为 
Wp Y), (19.9) 
这 时 ,为 了 求 满足 Oauchy 条 件 \19.4 和 (19.5) 的 解 ,只 要 先 求 册 
在 QO 上 满 是 由 ,各 外 一 0,0; 站 的 :9. 和 的 解 如 = 志 (2 ,9)， 锋 后 弄 
求 内 注 足 条 件 (I19. 和 与 (19. 且 的 pg 与 小 即 可 。 
现在 用 单 值 加 和 粮 可 和 袜 的 坪 数 yi 把 曲 纺 上 的 方程 写 这 
UCU: 8 一 9 持 昌 DO0， (19.10) 
王 用 通过 避 甸 一 所 的) 的 两 条 直线 > 一 加 一 畴 ,作成 一 个 贞 圳 
线 与 0 所 色 图 的 区 域 , 并 礼 作 D(z 外) [图 19.1) 全 。 洛 宫 积 分 


Wl YY) 一 jz i mdedn, (J9 .11) 才 
Di 
把 它 写 成 黑 次 积分 后 ,有 


EE 


一 一 一 一 一- 一 


各 床 民 区 给 江 由 -区域 癌 0 下 屠 为 天 (加 区 和 在 和, 审 , 积 徊 域 万 (的 
Ep 了 0) ,一 校 者 注 


19 标 浴 又 有 曲 渤 如 微 于 广 程 83 


证 J 
_。 oa 1 has 
ta (FY) | {| FE, nm dnprds 
-| | FF， Daehn, {19.12) 
lh 


HT) 
于 是 就 有 
ora=| flo, Was, om 7 WEE, 
Dr 一 站， Y), (19. 18) 
因此 在 C 上, 印 当 y=gt2) 时 ,有 
CQ Oana dn) = (0, 0,0). {19. 14) 
这 样 束 解 央 了 (19.8) 的 Uauchy 问题 。 
习题 1 毅 过 (zo 7) 的 特征 缠 = 一 zy y 一 与 戎 名 人 的 次 点 分 虽 为 
Ps @, 总 ;519.8) 的 稻 u(x， 四 在 站 (%， 4 内 部 点 上 内 仁 由 ty Py 外 0 在 避 
Ea Pe 约 上 的 伪 所 完 休 沁 定 。 
3. 更 在 用 逐 普 遂 近 法 来 求 一 般 方 程 . 
Out= fr Wy Dt, OW) (19. 15) 
的 .Qauchy 问题 的 解 。 首先 决定 在 C 上 满足 初始 条 件 (19. 4) 
和 9.51 的 gt) 与 业 因 。 逢 日 为 了 方便 ， 邓 任 一 已 输 的 面 数 
4 一 4 人 2) ， 31 大写 法 _ 
于 [0.16) 
现在 设 多 好 : 肋 下 送 当 的 贾 数 ! 徊 旭 in 一 2 - 业 19) ,于 么 
每 下 面 这 样 柯 顺 葡 汰 定 二 (2, 的 oa 的 ，… 即 
妆 tt 扩 岂 和 若 时 ,规定 辐 1， 太 为 方程 
Oi = (FY) 
详 足 原 洪 的 初始 条 件 的 解 , 就 是 家 
Wh) 一 和 人) 十 下 () + | tw (€, MAE dn, (19.17) 


这 样 地 决定 了 副 数 序列 4.(2, 胃 后 ,能 鸳 证 明 当 ww->oo 时 ,22; 轴 
- 


83 “ 利 二 章 两 个 独 站 本数 的 二 阶 策 稚 导 为 积 和 [方程 乔 1 
一 我 收 襄 于 有 奖 题 的 解 . 
耳 慨 了 2, guypy 四 满 是 下 列 的 Lipschitz 条 件 : 
Fir, Yt By ft, yy HP, 9) | 
人 一 十 一 人 一 {19.18) 
‘ 概 识 户 , 记 为 (，YD 9 的 圳 入 商 数 朗 可。 此 外 为 子 方 
便 起 见 , 引 大 写法 
Do 
一 人 了 工 | 十 已 十 .局 El ir, y, 
并 全 
和 XI 二 8) 


tT 
“oxp(— KE ogy ygaly} (9.19) 
(长 是 书后 决定 的 正 数 ) ,有 则 0 拓 目 一 航 成 空 不 等 式 : 
C1, + 十 Eee 的 
= Ui XPAK Ty TR yor)'y, (19.20) 
六 外 ,为 了 简单 超 见 , 仪 考虑 012) 单 痪 减少 而 点 :Y, 四 位 于 的 在 
上 侧 的 情形 。 至 于 其 他 位 置 的 情形 , 白 然 可 把 z 或 y 或 两 者 的 等 
续 变 过 即 可 。 于 是 由 :19.17;) 与 i19.1 人 有 
nat) on | Fe] Fla .madé a 


Th ry 


<|{ En el0, ) Fou a (Ey Maeay. 


Tr 
而 由 (39.20) (利用 gz 的 单调 性 ) 有 


[eh — Ws tr, 
ST wae ezp (下 二 -人 GD) FE gg) a ay 
hr, 
LE I iE op (CK go 1 :ot 十 本 8Y 一 Ye ), 
又 有 
a 


SI 醋 准 双 曲 型 草签 革 方 种 号 | 
| 
| 已， (an 一 名) [i »<| Cy Fhe] —f [83] 中 二 0 Eh 
可 tL 认 


<| ,Els tna oxp (KZ—g 1 | +In— ge | dn 
Pia 3 


LR Tl ulcerp KR |2—og | + Ey ~ yr)|), 
同样 地 有 
Oi | 了) 

+Kily—J(r 1), 
把 这 些 不 等 式 相 加 起 来 ,并 根据 1419.19) 就 有 
上 一 C19 .21) 
现在 这 样 地 决定 天, 使 得 工 ( 玉 十 2 下 下 ) 二 3， 那么 对 于 一 切 锋 
是 一 % 的 卓然 数 对 wn, 由 了 .34 能够 得 到 


tr 和 ct 
[wl | |s 
< 0 | CE [x (19 2 
由 119 .20) 与 (19.22) 讽 能 知道 , 当 % 王 oo 有 时, 2 牙科， 
On (2, Y 1 祁 一 致 惧 就 . 如 困 谷 
lim or, 一 如 (省 和) 
于 人 么 当 ms 时 ,根据 方程 08.15 的 极限 情形 , 度 当 有 
Wy, 十 中 (of) 十 [zr {EE, ndedn, (19.283) 


证 此 
此 外, 汗 可 如 证 明 禄 足 已 知 初 馈 条件 的 解 的 唯一 性 ,总 全 ,六 
与 w (wy) 为 两 个 满足 相同 万 始 条 和 件 的 解 . 出 于 两 者 带 应 该 消 足 
{39.28) ,所 以 它们 的 差 满足 
a a =|| (fF [a FI]) CE, AE dn, (19.24) 


4 1 


用 与 上 面 同 样 的 证 其 方法 ,能 得 


a6 第 圭 开 两 个 独 章 安 娄 的: .二 证 拖 和 万 程 利 方 种 本 
wuz LR +2K ) le — ul 
因为 (二 2) 夺 12, 折 以 忆 艇 有 
0， 
印 夫人， 2 一 区 9) 。 
注 划 2 上 而 所 地 的 秋 种 事实 ) 只 要 可 访 mocy nn 和 速 炉 可 微 ， 
了 Ty YP 9 这 按 并 日 涡 必 条件 (19.18) 就 能 成 豆 [ 适 当地 眼 制 1 坊 的 
灾 域 '， 寺 是 对 于 和 解 # 这 设 ;wy Ba 芝 事 入 连 糖 的。 但 是 仅 侨 这 些 假 守 
三 能 证 明 党 yx 小 的 在 症 性 ,这样 焰 对 独立 详 数 的 杰 换 非 角 不 利 。 六 此 我 
们 带 要 假说 .FE，2y Wy D9) 一 次 加 统 可 往 ;PCT) ) 风 ) 二 次 过 和 档 可 微 。 事实 
上 全 
及 一 已: d=,u 
后 : 显 状 Bot 9yp{== 世 ,10 对 于 (ry 放 是 环 秆 交 , 泽 于 9 如 以 x 为 独 宇 变数， 
它 本 身 为 末 知 本 数 ，y 为 杰 数 ,有 旭 将 疯 足 常 往 分 方程 


本 
gs 9 = Pry fy y), (19.25) 


这 里 
Fir ds Y= (rs yy try Ys Pry Ys 9)y 

HL rg 1) 了 时， = Cy" sg 出 于 Fry oy Dy Portlfy 
Ws Pj tT 3 加 入 ;8 Ci 速 绪 。 问 们 邮 能够 证 明 
2 的 连结 性 。 1 

汪 埠 3 把 二 肯 巾 所 压 的 太 法 万 习题 1 联 
人 请 想 炉 老 吧 , 能 得 到 下 而 的 精采 : 褒 在 及 入 .上 
企 启 了 ; @ 瑞 点 ;过 这 两 点 分 吕 作 特征 钱 { 与 + 由 
帮 呈 # 畦 平 答 的 省 鲁 } 上册 特征 线 因 成 短 形 PRQS, 
(图 了 19,2),。 x 在 垂 形 内 任 一 点 处 的 值 , 能 被 fu， 
2 9 在 性 的 PQ 弧 上 的 秆 所 唯 - * 记 定 。 害 这 种 
窟 久 下 ,我 们 全 算 形 为 弧 卫 0 的 决定 区 域 。 
图 19 .2 其 葡 ， 古本 节 中 所 获得 的 一 切 粘 末 ~ 几乎 全 
， 部 能 推广 到 主 部 相等 的 联 立 乱 程 粗 
Er = Ty Wy Hy By BH 一 


慎 一 Ctl wi | Mm) 


TO -RE 本 中 


20 调 谭 加 癌 S87 


的 情形 。 

习题 ”对 小 程 

OL uO = Ty yy Wy Ors Hr) 

证 明 下 面 的 事实 如 盯 六 (y #9 ty 一 次 这 各 可 微 ; 春 ti 二 次 、 B12 一 
长 乏 舍 可 逢 ， 则 初 销 第 件 各 = 时 ;Wa tr 二 BU 法 定 方程 的 十 。 此 
外 ,对 这 各 za 上 的 区 阳 b<y<ey 找 碍 解 和 的 这 入 域 。 

习题 3 莽 证 ， 全 任 人 Lanehy 统 作 (9.47 y(tL9.9)y 如 打 肥 竹 件 为 ; X 二 9 
肝 一 二 了 时 0) 划 这 梓 也 能 痰 宦 方 程 {19.3; 的 解 。 芝 硅 
假 裔 py 训 炉 可 微 ， #0) = 二， 了 4 Py 4) 种 粳 并 注 足 共性 
{19 .187, 


$20 调和 男 数 
现在 者 虑 燃 阅 型 方程 最 简单 的 情形 ,证 卸 Laplace 古称 
-二 = 站 二 有 一 (20.1) 


这 个 方程 的 解 是 锡 和 国 数 ， 拱 式 的 熔 计 算 , 可 用 
T+ y=" 1 
必 变 数 变 换 ; 从 而 把 (20.1) 记 成 
,=0， 
于 星 就 得 到 20. 了 1 了) 的 通 解 , 即 9 
= (20.2) 
当 把 丽 数 考 虚 为 复 儿 立 变数 的 可 徽 丙 数 时 , 这 种 神算 渐 法 完 
全 有 效 。 为 了 使 得 对 应 于 实 的 <，y， 两 数 % 恒 只 有 实数 值 ,我 们 可 
在 (20.2) 中 全 见地 一 甸 ) 一 9 (tf 十) 049 为 多 的 共 恒 数 ) , 这 幸 就 
有 一半 {py 1z 十 i }， 邹 庙 和 责 数 是 复 变 数 2 十 刻 前 正 有 旭 酚 数 的 
.上 轿 的 挫 导 并 不 太 严 害 、 下 确 的 说 法 如 下 : 存在 和 Ws, oY) 
沪 实 邦 的 3 十 刻 的 正 岂 夯 数 富 知 ( 伍 访 突 可 徽 ) 过 个 性 实 ， 等 价 
于 和 枯 在 着 满足 Cauchy-Rieimnmann 六 各 


88 科 + 章 ”机 个 独立 弯 放 的 二 阶 仿 艇 妇 方 稳 和 和 方 桨 粗 
Dy (20.3) 
的 画 数 % 这 个 和 于 实 。 因 此 对 2 的 必 有 和 茶 件 
Britis) = — Hy) 
这 和 样 可 导 看 出 ,为 方程 (20. 了 的 解 这 个 事实 ,与 存在 着 以 为 实 
部 的 2 十 多 的 正则 画 数 这 个 杏 实 是 等 价 的 。 
”出 于 这 个 精 果 ,我 们 能 够 导出 调和 此 数 的 下 刘 性 盾 : 
i) 在 定义 城内 部 任 作 一 问 ， 划 丽 数 在 图 心 处 的 值 等 于 它 
圆周 上 的 和 值 的 均值 ， 
下) 除了 国 数 量 每 于 常数 的 情形 以 外 , 它 不 能 在 定义 域 的 内 
点 上 取 极 大 或 概 小 值 。 
和 二 在 定义 域 伍 总 一 内 点 (2 和) 的 近 傍 , 它 可 以 展开 成 为 
一 ,一 六 的} 义 往 对 一 致 收 仇 的 二 重 守 般 数 ( 解 析 正 旭 性 ; 。 
Liv) 如 两 个 再 租 酚 数 在 定义 城 的 一 部 分 上 相等 , 那么 泥 渝 这 
施 耸 多 小 ,只 要 含有 及 点 划 两 画 数 在 所 有 所 舍 这 部 分 的 天 通 区 城 
上 上 是 一 竹 的 、 
LY) 如 果 对 独 谋 变数 施 以 保 角 变换 ,期 调和 画 数 仍然 变 成 调 
和 i 济 数 [。 
对 于 驱 曲 型 故 程 # 
Gd— Oy = 人 0 
的 解 ,代替 全) 而 者 下 面 的 特 狼 性质 : 
wth, Vuip hy =u py yh) Fur, yo—nh) ， 
这 里 的 站 是 充 落 小 的 数 : 但 是 这 种 解 不 具有 象 (i ，(iv) 那 种 有 
美 正 肌 性 的 性 盾 , 
此 姑 , 在 考虑 Laplacse 方程 (20.1) 的 始 箱 问 题 : 
?= 时， 
的 时候 ,如 果 假 渡 下 ( 胃 三 0, 而 5{ 胃 不 是 解 析 正 旭 泵 数 , 册 解 特 不 
征 在 。 征 和 道理 妮 ? 辟 如 对 ozz0 所 定 的 wo 轨 ， 我 们 规定 当 


20 谢 利 了 商 笋 SD 
必 之 0 叶 ， 
uw, Y=, WN， 
出 于 在 高 z=0 相当 远 的 两 介 处 都 是 调和 醒 数 ,所 忆 2D， 扩 
一 名 ( 打 非 是 y 的 解析 正如 琴 数 不 可 .这 里 报 定 了 世 当 zz0 时 一 
次 速 纵 可 微 , 事 实 上 只 要 限 吉 一 次 速生 可 微 就 人 能 了 .，) 
考虑 下 面 关 于 方程 020.1) 的 边 值 问题 在 单位 图 2 十 六 二 1 
-上 入 定 任意 的 回 种 向 数 , 求 在 图 上 取 这 个 以 而 在 网 办 沾 十 态 <1 是 
调和 的 夯 数 (在 了 朋 图 从 十 护 去 1] 上 它 是 连 秆 的 } 。 这 样 的 画 数 恒 古 
存在 的 。 我 们 利用 极 坐 酉 
T= 00d , y= rind, 
提 设 时 局 上 已 其 的 回炉 画 数 为 gf0) 但 g (十 2m) 一 g( 扑 ) , 那 么 
解 可 胡 为 Poisson 积分 
三 rgtyp) dp 


Br Tar oo (p00) Fr 
公式 {20.4) 可 以 模 据 调和 两 数 的 牧 质 (i) 及 {Y) 导 浴 。 识 
2 一 2 十 性 是 121 过 1 中 国定 一 点 ,者 虑 把 & 变色 的 变换 


f 一 
CT (20.5) 


这 个 变换 作成 了 单位 图 ji 专 1 与 单位 图 [1 志 1 之 间 一 一 对 应 
的 保 角 映 象 , 并 把 =: 变 紫 人 ' 一 0。 假设 图 周 上 的 对 应 关系 是 


如 (20 4) 


囊 


| £ = pir = ptT ， (20 + 8) 
全 9(g) =9(o)，, 则 由 全 有 
1 七 过 加 
ow (2) -= 吉 | goac. (20.7) 
由 (20.5) 与 (20. 介 有 . 
sig 一 二 ， (20 .3) 


两边 微分 后 ,有 


吨 


90 第 主 章 ”两 个 独立 弯 萄 的 一 防 艇 惩 妇 方 共和 方 称 硼 


tei? (I? het? 
于 是 由 (20.8) ,了 芭 2==re? 后 ,期 有 
ew ze 
to- 人 (元 Ta 
二 一 个 dp. (20.9) 


42r eeos (太一 全 十 ?3 
由 {20.7)， 120. 以 及 9(0) 一 9 (7) ,就 得 到 了 {20.4)， 
及 过 兴 , 误 #4! 由 基 尾 管 一 个 以 2r 为 周期 的 连续 苏 数 ,由 于 


1 了 人 zp ji 
过 | (dp 


是 在 |z < 工 内 基于 = 的 下 基调 数 , 所 以 蕊 的 实 部 


1 他 污 Ei Ze? 
' B75, (过 jg pp, 


FT Zetp 一 


部 (20.4) ( 见 (20.3)) 蚌 在 2 过 1 内 甘于 (zw, 几 的 调和 评 数 。 余 
下 只 要 证 明 当 47 下 时 w 王 949) 郎 可。 汶 了 方便 起 见 ,分 
i 
只 和 1]—2r cos8+i+r? 
荐 (20.4) 可 以 写成 


=K (7r, #0) (Or<1) , 


u=| Klr, 9—0)g(9)dp. (20.10) 
由 于 当 三 1 时 ， (C20. 和 4 应 蕊 成 立 , 所 以 有 
| Klr, pg-dp=1, (20. 4D) 


从 而 上 120.40) 可 以 得 到 
wg =| Kr, pH) {gp) 90 a». 120.19) 


因此 , 现在 只 血 证 明 当 yl 时, 上 式 的 右边 收 煞 于 0 即 可 ,办 为 
gy) 是 连续 的 , 所 以 对 已 知 的 任意 小 的 正 数 s, 可 远 捍 相当 小 


j 31 一 阶 中 苇 性 仿 微 牙 方 各 和 相 91 


的 人 20， 使 得 - 
| 多 一 中 | 二 人 有时， 18 人 一 中 的 <。 (20.18) 
于 定语 下 (Pr 多 一 站 守 0 区 020.123 有 


eol Tree 


"OP — 090) dp, (20.14) 
再 由 (30,1) 与 ‘(20.1 引 有 


2 
{Kr, pg-) ,9 (9) —y9(0) ap 
=| Ki(r, gadw—s. (20.15) 
双 当 6< 10 一 8 过 和 上 叶 , 有 
Kir, wp Od (20.16 
人 2 reosgS)， (‘20.16) 
另外 还 存在 着 开 ， 合 得 1g(p) 一 g 0 竺 于 ,所 以 由 (20.16) 有 
下 一 旧 
| | +| | Kr, Pp- 9p) — 9 dg 


1—r3 


过 ~ ri] ogd 全。 (20.17) 
这 样 由 (20.14) ， 20. 1200.7) 毫 有 

1— 

下 一 中 (| 十 到 


2r{il— ceogGy 
当 7? 相当 地 接近 1 和 ,条 :一 p31 27 人 一 cos 的 ee， 所 以 
一 9 -2e (a 0 任 登 小 ). 
于 是 让 明 了 当 汪 > 工 叶 必 -9f0) ， 


$ 21 ”一 阶 千 线性 偏 微分 方程 组 


1. 变 刹 标准 型 的 变换 5 弯 2 于 省 评 2 Es y i yy Tn 丘 
(2 ,四 的 未 知 出 数 , 我 们 .考虑 联 立 方程 粗 


32 第 土 介 ”两 个 独 介 变数 的 二 了 由 徽 牙 方程 订 方 往 吉 


- 日 和 = DB As g0220 二 户 Go; Yt) [2 1, 
=: Cf Wi (一 
从 形式 上 来 还 , 包 合 对 于 更 一 般 的 联 焉 太 程 各 
Soave, Hot bilP, HO oz YB) (21.2) 


如 果 对 98.5 的 系数 ;成正 奉 条 件 


和 了 工 


| a lo, 9 jm |#0, 


和 凡 解 的 84 后 ,次 化 让 了 (21 的 开关 为 了 大 
往 (21. 二 的 主 部 更 进一步 的 简化 ,可 适当 选择 两 数 a (z,9) ,大 分 


Wo ‘wm, Ys - (21.8) 
1] 宇 
这 蛙 还 像 避 
让 | 
Oy 了 -9 ， ,| 天 0， (21.4) 

于 是 有 

ad 这 00 十 之 Dur Ly, ” 

Od = aot 二 CO Dy 

TI 一 ] 2 二 1 ， 

从 而 由 (21.1) 就 得 到 


Li 


访 ou0a0j 王 这 ( 入 A ) sh y, 9), (21, 5) 
这 中 
吃 一 六 十 2{ 之 a6, or rok ) Dr 
在 习 .5) 审 解 出 0.»; 后 ， 能 得 到 只 有 下 面 形 状 的 方程 由 


OV = BRL, YJ Oort Od Y, PY) (21.8) 


2 一 防守 接 性 要 盘 分 方程 福 13 

比较 (21.5) 与 (21.6) , 就 有 
> a Bn — > ar， (21.7) 
适当 地 选择 oo, 就 可 以 于 为 (Bs) 其 仅 具 主 对 角 秋 部 分 的 短 隙 ， 


部 
Bir = Ayy 当 IE 时 ' ， Br=—0, 


这 样 , (21.7) 就 成 为 
Wh 二 
i 和 一 ” 21.8 
仿 i Mp) oix 0 (1 . ( 1 
三 程 视 i121.8) 存 在 若 渍 足 条 件 
(Oy Co 日， "0 (2] .9) 
的 解 的 充 履 茶 件 为 ,入 二 和 5 是 下放 关于 的 及 奖 方程 
A tv, Nd 0 (21.10) 


+l 


的 析 。 就 是 衣 ， 它 是 短 陆 (5d) 的 本 征 值 。 玫 外 ; 敲 21.10) 的 根 
都 是 相对 的 (共有 限定 是 实 的 ) ,分 其 为 
MT Ys hm Ws 
这 办 ， 对 于 满 是 211.3) , 121.9) 的 ox，(231.41 蔚然 成 立 。 所 以 
利用 变换 {24.3) ,就 可 以 把 (21 .了 全 守成 为 标准 一 方程 、 
Athos YD yo 1, (21.11) 
用 天 数值 的 变 摘 能 鲜 弯 碾 标 准 型 衣 程 的 方程 诈 :2 叶 .1 中 做 双 
有 曲 型 方程 。 加 困 [21.10) 的 1m 个 积 是 相 下 的 实数 ,那么 (2.1I+ 
然 属于 双 曲 型 。 这 时 ， 把 这 种 方程 各 等 浊 由 投 狂 义 双 划 型 的 。 当 
(对 .10) 不 含有 实 委 时, 遍 中 方程 租 :21. 了 为 构图 型 的 。 

注 悉 ” 当 (4) 具 有 和 异 的 本 征 值 时 ， xi0 9) 与 di 办 将 有 且 程 庚 
鸭 正 内 性 全 或 到 向 可 微 : 或 解析 正则 。 这 时 可 取 ai 流行 列 碟 | 4 一 2 
对 下 元 菩 和 ;一 Xp 的 全 因 于 【适当 选择 和 站。 这 训 注 明了 上 kf 区 与 
(ry) 也 具有 同 程 碎 的 正 其 性 , 特别 如 4 (2) 妇 二 欢 巡 镇 可 微 ， f(y; 匀 


94 第 #4 章 两 个 莉 立 亚 数 的 二 阶 二 全 红 方程 和 方程 煤 
一 式 潮 第 可 微 ; 那 闪 vy 四: 岂 就 一 开 束 和希 可 驮 0 0 划一 葡 迪 炉 可 往 。 
但 六 :由 有 六 - 问 速 搬 可 向 竺 ,0 地 不 一 宅 二 芒 束 和 炉 可 短 。 
上 桓公 寺 论 了 (31.10) 丰 具有 等 根 的 情形 。 对 等 要 的 情 坷 .请 参看 Petro- 
veki: Jactures on artial differential eqnntions, Pp. B3, 
2 .关于 视图 导 的 情形 ”有 此 121.10} 和 一 个 不 是 实 的 要 ，, 开 
委 它 训 有 一 对 此 更 复 和 根 。 与 复 械 对 辜 的 oz 明成 为 站 堤 畜 数 。 这 
镀 是 说 ,如 以 和 5 及 轩 下 示 (20.10) 的 一 对 上 辊 根 , 球 么 和 局 存在 共 
一 对 完 人 要 成 共 二 的 标 惠 大 程 ,好 
Ovi 一 和 十 六 Do 二 (21 .12) 
如 专程 :21,10) 无 重 概 , 珀 么 权 轩 型 方程 机 就 甬 变 戌 了 对 fw 
2 形状 如 (21.121) 的 态 程 。 
特 尖 对 一 2 的 情形 ,和 如果 4;,(z, 四 是 实 变 数 怪 ,四 的 局 析 正 
期 责 数 ,由 于 这 时 它 的 本 征 什 iz; 办 也 是 解析 正 出 的 , 所 及 可 全 
A Ya VHB Y= 1). 1'21 .18) 
‘有 时 还 胎 把 &, 6 拓 广 为 条 变 静 (zy 9) 的 正 阳 而 米 娄 汰 虚 。) 这 
尽 ; 锯 正 一 阶 黎 性 篇 微分 方程 
CoA y=0 (21.14) 
而 秆 到 0 的 解 就 可 写成 
C=ete nt Y=) 
( 当 2 站 症 实数 于 ,期 5 也 是 实 的 。) 仿 虹 (21.13) 把 ( 红 1.141 让 
汶 六 部 起 败 关 后, 就 得 到 
.Erato — Bn,, | 
We— ony = BE,. 
从 这 里 通知 道 , 当 请 到 0 时 ， 
Sr Ey 
1 Pe 入 
因此 可 以 甩 生态 代 夫 人 凡 作 为 独 站 变数 ( 实 变 换 ) ,再 尽 


(21.15) 


= 二 7 ~ 上 关口， 


3 一 阶 竺 翅 性 岳 熏 分 方程 碍 8 
如 三 寻 十 20， 一 十 2 于 二 一 1)， (21.16) 
因为 
Bet = (Csr TiO) (Ut iV , 
0 = (EO td tiv), 
后 及 把 (21.12) 分 为 洋 部 与 碰 部 后 ,就 有 1 
— dw O00) -EO va -4.8, 
0 CO = BB, 
让 说 就 得 到 了 二 部 与 Cauchy 一 Riemanal 方程 一 样 的 上 注 程 类 
Ou Ome (git), BE) | 
Ov a Om EIA) Be). 
3. 特征 曲 钱 设 vir, 9) 一 0 是 在 $3 总 广 下 的 方程 (21.1) 
的 特征 归 米 (一 杂 的 特征 面 )。 加 果 再 识 or 关 0， 则 电线 方程 也 可 
愉 写 成 9 一 y42) 。 现在 出 pt2 9[2)) 一 0， 有 (Ps 十 yy) yy 一 0， 
二 妥 有 


(21.17) 


Spy py 
一 (一 ppm 35 -FAs 
因为 Y 一 % 二 是 (媒人 的 特征 曲 辣 ,所 以 必定 有 
SF A | 一 0. (21. 18) 


让 《4 的 本 征 箭 是 ja 人 2 的， stay ) , 这 样 , 一 y ) 
为 特征 曲名 的 事实 ,就 等 价 于 y=y12) 滥 足下 到 万 程 - 
~ (十 和 
因此 (好 . 天 特 征 厂 的 全体 ,就 是 mr 个 再 程 的 方程 调 


Oo 
da 


的 解 的 曲 灵 族 ( 对 每 个 可 分 别 加 上 纪 关 上 处! 的 笃 体 。 


一 点 oy 人 一 工 ， ne) (21 .19) 
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此 外 ,对 于 一 阶 守 闪 性 方程 
故人 


=f lw yy ty Or Bt) , (21.20) 
训 字 . 
Oui=p, Ou=0) 
朋 。 
B00 udp, Ou= 0,8, 党 
为 而 就 能 把 攻 变 成 关于 必 ， PD, 四 的 联 普 一 阶 站 线性 胡 程 朝 
一 人 D， 


[3 


pb c 1 
OP = 2 +t fl, yt Ds 9), (21 .21) 


Ord OD, 
访 (， 2 二 《wi Wa Wa) 下 取 | 
1; 二, 二 0 蕊 可 了 一 ] 3 2 二 1 汪 .44 一口 ， 
|= — 28 此 过 2 一 -一 企 呆 9 二 3 一 荆 ， 


显然 (21.2]1 悦 于 (条. 了 的 形状 , 宪 的 特征 方程 既 


A 0 {) 
0 六 十 2 a 一 让 如 一 2 二 28 二 =0, (21.22) 
0 1 和 


如 日 gc 一 好 一 0, 那 各 大 程 人 2 .22) 鬼 根 是 六 一 0 以 及 两 个 相 避 
的 实 要 六 与 各。 因为 (2 .24) 由 的 第 一 式 的 主 部 与 第 一 , 第 三 两 
式 的 主 部 无关 ,所 以 可 对 第 二 ,第 三 两 式 施 以 实 变换 使 之 化 成 标准 
型 方 稳 。 这 时 我 们 说 (24.20) 是 双 曲 于 的 。 这 个 定义 与 $18 中 的 
定义 完全 一 致 。 此 外 基于 等 征 米 , 则 除了 对 应 于 和 =0( 序 zy= 党 
数 ) 的 那 一 姓 谱 外 ,也 与 13 下 所 菩 的 一 致 。 

如 果 Qc0 一 站 二 0 懂 么 除尘 5 二 常数 的 一 各 以 外 ， 没 有 实 的 特 
征 六 了。 这 时 把 (31.31) 中 的 第 一 式 除外 , 方程 粗 其 余 的 部 分 相 


§ 21 一 阶 侍 粮 性 篇 黎 女 方程 种 sy 


当 于 18 中 地 定义 的 棋 因 型 。 
下 面 我 们 验证 一 下 等 征 条 件 对 于 :方程 变换 的 不 变性 ， 羽 下 面 
是 关于 个 独 妆 变数 T= (D1 Dm) 民 个 未 知 一 数 He 
人 > Er 区) 各 一 一 (21. 23) 


= :1 
如 {wi 一 0 靳 代 表 的 曲面 满足 特征 条 件 
dp se |=0. (21.24) 


得 十 方 程 纪 的 芒 性 组 合 的 变换 


F 1 了 
SY Ettijn pp E pa Yui 一 by 是 


把 (21.283) 变 成 

mrp 
、 > Pablo = Be hl, b), 
由 由 于 


Li | 


Tt 

| ny bE 4 
i 

人 


4 1, 1 


由 让 | D3 2 4 
| Yi tT | A tr “中 了 


可 吃 和 玫 征 条 件 对 变换 显然 是 不 变 的 、 
入 次, 设 玉 知 面 数 有 间 的 钱 性 组 合 的 变换 
w= os (PY, 
殷 方 程 (2 并 ,23) 灾 成 了 
> Si [站 (的 站 二 1， 
剧 由 于 
ni = a on 


要 
98 生计 两 个 独立 变 数 的 二 阶 告 微分 方程 和 方程 料 
所 以 
了 


F dh E 
了 "+ 
， "Tr 站 中 , | 
必 ; I i hl, ot 


了 
kr1,.", 1 ’ 


-| ,ijn Op 名 ,， "io 


这 拌 破 证 明了 寻 未 知 豆 数 回 和 的 恋 挽 ,特定 笨 件 由 是 不 次 的 。 
谣 后 ， 加 和 二 变数 有 [于 ,121.28}) 灾 成 


Si) oye, uw) (=1, ,UD), 


二 一 
mr 


Hijri 于 
_ 17T 1 
Wii 一 > fii QD, 9 Sr 一 这 Mp, 2 日 
二- = 
记忆 


这 表示 , 财 拭 旨 条 件 外 不 变 的 。 
习题 在 把 下 列 的 谱 计 洽 位 
HH= 0 让) tT Hs 
A = ry dt hir, yy | 
弯 成 标准 还 。 特 别 是 洒 (zy 二 a B00 Bt) 二 和 时; 许 论 直列 三 程 粗 的 
解法 。 
习题 2* 具 ac 一 旭 一 一 天 二 0 把 ( 台 .2) 避 扎 标准 型 。 


$ 局 ”双向 型 牛 线 性 一 入 方 程 组 
工 _ 恶 次 通 近 法 ”根据 前 凶 的 辕 轩 ,本 必用 实数 舍 的 灾 狼 把 疏 
由理 从 入 性 联 立 一 阶 太 程 租 化 成 下 面 的 标准 型 
站 -一 大 [和 2 站 十 站 人 ‘22.1) 
Us El, 2) 


如 罪 方 程 训 边 的 天 中 不 命 &, 那么 人 (22. 站 的 每 个 方程 对 于 已 是 名 


昌 
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竟 的 一 阶 龙 性 瞩 程 ,从 而 可 届 用 种 2 利川 的 方法 求解 、 当 天 内 合 
有 时 ,可 用 逐次 进 近 法 求 府 。 为 了 菇 得 到 当 8 一 4 轩 ， 4== Pi(9) 
的 解 , 可 先 适当 的 到 人 纺 芝 如 可 取 ?= px )， 并 时 次 地 
夫 才 让 下 即 当 ww 已 知 早 ; 分 二 ”是 往 分 万 
入 
Att = Mi, Oat fs Yr MT 
(99.2) 
满足 巾 值 条 件 2=& 时 ; w= pA 硼 ” 的 解 。 为 了 要 证 明 当 nn-xo0 
时 吗 ” 一 至 收 禾 于 睫 程 22. 了 用) 的 解 , 需 要 先 证 明 下 面 的 定理 。 
定理 刀 . 荆 《 报 六 ;分 4 和 Da) 妆 8 总 让 (0 所 规定 的 
,四 区 城 为 D， 这 时 atw) ，B 8) 是 束 炉 可 微 的 格 数 ， 井 有 分 别 
满 是 下 列 徽 分 不 等 式 
eR) Aw om, Big hs BH)), (29.8) 
其 让 和 Ay 是 在 了 让 的 他 , 妨 的 连 重 别 数 。 此 外 存在 车 常数 
17， 及 Y 的 过 和 绪 商 数 g(x) ,Aiz ,个 得 
2 (22., 4) 
fo, g(r), lflz, A he). i22.5) 
(车 广 ) 若 p (4) 为 已 知 醒 数 , 它 在 ata) 二 yy 所 B84) 中 速 夭 可 
微 , 提 且 满 足 不 等 式 
| (22.6) 
沽 微分 方程 
= HOUT Fr, .29.7) 
共有 满足 初始 条 件 了 ==a 圭 , ww 一 yp 四 的 解 w=w(tz, 奶 (在 力 中 一 
粮 可 微 ; , 它 在 取 中 还 满足 下 列 的 不 等 式 : 


[uw, WD | ed) gE)dé (23.8) 
区 
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Ole) 骨 | seerero 十 | er (EE, (22.,9) 
这 个 定理 的 证 明 后 面 再 训 , 现在 先 利用 它 来 证 明 wn 的 -到 
收 伍 性 。 首先 丙 有 避 个 西数 (2, 办， 对 于 它们 微分 不 等 式 
(22.3) 已 成 立 。 此 外 还 存在 着 常数 厅 >-0, 使 得 

1 六 | 汪 二 。 » (22.10) 

现在 引入 常数 久 0( 尼 的 大 小 将 在 后 面 决定 ) ,并 引入 符号 
Max | > H) ee jl 5 (22.11) 

1 


ED 
宣 


斯 
> | [ul res tH, {22.12) 
因为 同一 iD 一 wd 是 微分 方程 
Os = A Py WO LF yy WD) Of, yy HN} 22.18) 
福 足 初 她 条件 “2=& 时 , 岂 =0" 的 解 ,所 以 由 022.10) (323.13) 及 
(22.12) 有 
fi yy 理 加 Ho 一 邮 -3 
HI er, 
于 是 让 定理 22.1 ( 训 s<0) ,就 有 
ED fd | 再 ia 一 TD ent de 
EH ut yD ere 
和 任 由 {22.11) 有 
[td mR ae (29, 14) 
个 上 一 2 二 ,根据 (22.14) ,对 于 一 切 大 于 % 的 壬 然 数 w', 可 以 
得 到 | 
oe — on) A er ue 3 2 一 ao 


A D1i—n | pL we) Kk, 


a 


33 弄 曲 弄 咎 线性 一 赎 方 程 可 i 


由 此 式 及 : 汇 ,12) ,和 锐 知 道 当 noo 于 22; 如 让 了 中 一 致 收 
航 。 邹 存在 着 极限 丽 煌 (2, 攻 )， 
lim wp, 的 =— wp Y), (22.15) 


对 于 tw 明显 地 有 ta; ) 一 gity)、 但 是 要 证 明 它 是 '22.1) 的 解 ， 
还 需要 证 明 B64” 及 Bo” 都 是 一 臻 收 伍 的 。 关 于 这 一 点 ,我 们 在 
定理 证 明之 后 再 来 葵 迹 。 ， 

总 ， 定 理 如 . 工 的 三明 (22.7) 的 特征 曲 厂 是 方程 


, dy 
7 一 A VY) (22 .168) 


的 解 曲 粮 。 通 过 也 内 各 点 仅 存 在 着 险 一 的 佣 曲 各, 兄 图 中 .1, 珊 
在 把 每 一 条 解 曲 嫉 延 拓 到 屿 的 | 
边界 , 它 的 在 体 就 重地 复 广 着 
D、 根据 (22.3) ,可 以 起 为 这 些 
. 曲 粮 ( 当 4 减少 时 ) 是 由 z=& 上 
的 点 则 发 的 , 而 在 DD 内 部 延长 。 
个 三 2 一 4 上 市 发 的 点 为 (2 
= (s, 9)， 刚 曲线 的 方程 可 以 号 
i 疼 22.1 

| y= pw [g(a WD = (22.17) 
用 (22.17}) 能 六 作 成 fzy 的 的 区 域 D 与 'z, ) 的 区 域 0* 之 其 的 
一 一 对 应 ( 连 炉 并 可 微 ) 。 对 D* 来 说 ,由 于 (22.17) 所 表示 的 特征 
曲线 其 有 方程 “一 常数 , 所 以 与 它 相对 应 的 特征 方程 .22.16) 就 变 
成 了 


cd _ 
dr 

但 是 以 (4 D 代 圭 (z, 轨 作 为 名 站 变数 时 ,微分 方程 (23.7) 成 为 
d= fis pe 0)), (22.18) 


0, 
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于 是 当 2=g | 时 , 福 足 Ww 一 8g 6) 的 解 是 
sey 人 一 全 二 | FE, p(E, de, 
Ht22.51 及 122 .6 碳 
le, Tse+| gerae. 
申 &22 .1 六 把 子 解 出 成 为 他 , 妨 的 画 数 (gpg, 二 07 ,大 取 
wy)， 
因为 
wi, of) 一 名 (人 D7) nD, 
所 以 根据 (23.20) 可 知 (22,8) 应 该 成 前 。 
”再 廊 也 为 常数 ,因为 (422.17) 是 !22.16; 的 解 , 即 丰 
i 7 ) 十 入 (出 ， Pt， 77)) = 人 0, 
把 廊 程 对 ;微分 ,就 有 
OP, A p=0, 
人 是 由 于 gsta, ==1, 所 以 有 
pee, =oxp{ — XE, pt Dal. 
此 外, 由 关系 式 (22,17) 及 (23.21) , 所 以 有 
pple Vs, y1) =Y, 
I] 
Pots, DN) yp, yf) =1, 
于 是 出 522.23) 而 有 
和 一 ezp| 和 人 v(E, ae 
男 由 (22.19) 及 (22.22) 有 
Ou tL oy) 一 Wr， 1) n= "Wy (2 , yy) 


委 汪 


(22.19) 


{22 .20) 


(22.,21) 


(外 .22) 


(22.23) 


(22.24) 


一 {2 (7) 十 [#8 PE ) pn(E Mae| 9) 


入 二 


(22. 25) 


Tt Enh 
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- 后 衫 握 122 .381 反 (22.24) 有 


os DpolEs =exp| | hls pbb, DW), 
所 以 由 (22.25) 有 
ww 0 =| 9 orp hi, 9 (Em))eE! | 


哮 一 由 
+ [J exp{[ mC ol, 0a) FE, pC€, ds] 
最 后 出 (22.4) , (22.5) ，(22.6) 就 能 证 明 (22.9)。 


3， 导 现 数 收 合 的 枉 明 现在 来 县 明 ,wt" 一 狼 收 笋 。 为 了 这 


1 9 ,所 HH Ofs, yw lS (22.26) 

我 们 先 证 , 存在 着 适当 的 常数 玖 > 万, 使 得 对 于 一 切 的 
MO ;在 区 域 卫 内 成 立 。 

Ba 人 区 | SS Mess (22.27) 


这 个 彼 式 当 % 一 0 时 是 显然 的 ,就 {22.27) 对 革 个 省 然 数 "已 
释 成 立 , 由 (22.26) 就 有 


Fe go (er 力 )| A DE 
一 了 一 卫 
二 时 十 性 可 本 eeTosr NH ‘Tim ene 
于 是 由 定理 22.1 有 
12, 4 了 | < 4 十 | Mm (1+mli erent de 


M+MU 十 如 有 ore ere-mat 
MOFmH) (RE Der 


取 芋 = 了 +2 寺 m4 后 ,立刻 就 能 看 出 ,和 如 在 {22.27) 中 以 mL 代 
狗 %， 旭 关 邓 式 仍 成 立 。 因 此 (22.27) 对 一 切 的 自然 数 % 恒 成 立 。 


J0+4 第 二 灾 两 小 名 音 变 元 的 二 耽 仿 微 汾 塘 程 用 [ 认 程 秋 


现在 永明 当 3 一 2 时， 9 -和 致 收 苞 。 为 此 ,发 
Max Max { Oy 《ea 和 — 2 ) le Re 一 {22. 28) 


[| 


由 于 


[Oy CY — ue?) | ssym were (22.29) 
所 以 只 要 让 明 lim y,.w=0 邹 可 。 此 外 由 于 39,f1, 9wfi 是 (zy, 史 ) 


的 速 炉 夯 数 ,而 %”" 是 一 致 疏散 的 ,所 以 对 任 豆 小 的 s20, 上 只 卫 n,n 
相当 大 ;就 语 立 
| {Of — (Of) 8, 1 , 
0 Op Ne)) (22,80) 


这 里 ( ,表示 取 其 中 的 =， 


现在 Ue pt 居 微 分 - 故 程 _ 
Ot， Yo, st fn 一 人 六 小 (22, 31) 


满足 初 姑 条 件 ' 字 一 & 时 ,w=07 的 解 . 因此 由 (923.29) ，!22， 30) 
及 (29.27) 有 有 


[Bu{ CFD) — (Fw} | 
二 af 一 (jj + TO Da (Bf Dw | Oy 


”由 > (Di 下 一 | 

atemMe mH y, er 

{el 4mM) mHy, .ere {22.32) 
于 臣 极 据 定 理 (22.T 《二 中 的 引 一 0 ,有 

By dD at) 

<| eote (+mM) + mHYy,,w}ert-dae¢ 

(KD {edd + mM) mH yer, 
但 号 棋 据 定 头 (22.28) 【前 乒 一 了 二 3 十 对 yrrin1 有 丰 相 着 
下 烈 不 等 式 : 、 


$23 骤 曲 黄 举 多 性 一 阶 方程 儿 105 
,1 mH 


ge Be lpr 02.33 
"n+l1, ri'+1 or ( ) 
合 sup Ly) = 区 lim 元 =y， 期 由 (22.38) 有 有 
me ee nl 一 
人 ‘2+mH om 
所 声 当 一 co 于 ;有 
-一 1 二 mm 村 mH 三 
om Dp? 
好 
二 
442mH* 
lim yn = Y=0. 
这 样 就 证 有 明了 8.4" 当 nyoe 时 的 一 致 收 艇 性 。 此 外 由 于 
站 一 人 全 ¥Y) Gt" a 全 4 凶 ? (22.84) 


所 及 可 以 理解 , 当 mce 时 , 94 也 一 至 收获 。 于 是 sw 的 极限 
tf 0) 过 稿 机 微 人 戏 ,大 且 由 愉 2.34) 权 呈 一 2 的 极限 ,有 
Bry Wm WOT YY WD, W)). 

对 于 满 是 初始 条 件 的 解 的 唯一 性 , 可 凡 如 下 地 得 到 证 明 。 
融和 的 艇 。 合 
一 2 人 一 中 这 3 那么 引 闷 是 开 程 

B= YO 

tr yep DOFr, yr, Y))} (22.85) 
满足 条 件 “z=& 时 w=07 的 解 。 现在 分 
| Max Max {iw (PP EE = {22.8 
期 
| 过 
(22 .37) 


106 弟 半 可 证 个 独 侣 划 数 的 一 航 局 丽 共 方程 和 [方程 粗 
因此 对 (22.35) 的 解 雪 == 妇 (2; 内 一 外 他 切 适 用 定理 22.1, 代 而 
有 


f ~ ， 
| CF, 折 一 馈 (FY) <| mH yert -dt KmHyere®, 


于 是 由 (22.36) 有 
y EE-limHy. (22.88) 
却 取 失 二 2m 吾 ,出 得 Y=0, 即 
wt, Y= 2, Y). 

4 决定 区 域 , 适 切 的 决定 条 件 ” 录 合 前 节 太 本 节 中 的 精 果 可 
得 下 面 的 定理 。 

定理 妇 .2 玉 402 人 在 (2 办) 的 某 一 邻 域 中 二 次 过 征 可 
徽 ， 产 (2 9 坟 在 ty 多 0 的 某 一 邻 域 中 一 欢 速 逢 可 徽 ，rre(g 
在 做 的 荣 一 邻 域 中 一 次 巡 粮 可 微 , 着 改 or( 镶 ) = 加。 中外, 如果 
(21.10) 具有 相 异 实 根 的话 ， 有 出 方 程 (21. 才 在 (2°, 9) 的 令 域 中 具 
有 唯一 的 满足 初 站 茶 件 3 一 2 如 有 时 个 一 后 人 9 的 解 入 一 (人 , 级， 

现在 渤 碍 一 下 由 初 姑 条 件 决定 的 解 的 决定 区 城 。 首 先 把 短 隙 
C0) 的 本 征 值 , 焦 腿 大 小 的 次 序 排列 如 下 : 

MD < (FY) . 

屯 在 年 缆 23=6 的 夺 侧 
(>) 枉 联 一 成 (2 入)， 
存在 着 m 条 通过 (2 ,3 的 
竺 征 上 曲线 下， 各 《是 
y 一 一 Ne 殷 的 解 曲线) 训 ， 
站 与 3 一 4 的 迹 点 为 (0 那 
么 当 z 在 附 区 税 [a, zo 中 蛮 
化 时 ,楼 由 下 附 - 上 的 顺序 水 
图 22.2 数 特 征 革 ,应 功 是 五 ，… 1,。 


5 :3 到 曲 狸 中 张 性 一 阶 方 乔 帮 107 
没 五 , 与 ge 一 & 图 成 的 区 域 为 Du (图 22.2) 。 如 果 注 意 到 (21.1) 
区 过 赤 换 124 .3) 后 变 矶 了 标准 型 ,那么 就 可 忆 了 解 , 由 在 Do 内 把 
的 值 ， 由 公 与 直线 z=a 上 开 区 间 (ap 中 的 y 丰 关 的 嫩 值 
ww 二 9r( 胡 所 哈 一 决定 ( 套 看 本 节 中 唯一 性 的 奸 明 ,在 定理 22.1 中 ， 
yg 一 CD) 是 方程 二 一 加 (8, 角 通 过 (v9 点 的 解 曲 六 ,y= (2) 
是 方程 y' 二 一 {2,9) 通过 (oo", 81) 的 解 曲 米 )。 邹 Do 是 厂 有 自 
= 在 的 一 们 ) 的 决定 区 域 。 _ 

现在 利用 定理 22.1 来 证 骨 解 对 于 始 值 的 连 稿 性 。 先 考 虑 把 

太 程 变 成 标准 型 。 再 改 外人， 扫 及 外 他 人 丰 蚌 方程 (22.1) 在 w=a 
上 相当 接近 的 解 , 印 

Wa yO— a (0, Y} | < 8, (22.39) 
那么 入 一 tt) 用 一 由 他 扩 驶 满足 (22.35)。 加 用 (22.36) 来 定义 
7 有 基 (22.87) 破 立 。 由 定理 22.1, 代 赫 (22.88) ,就 有 

| 全 (一 证 + | mH yerenae 
e+ Em Hy) ee 
如 二 到 一 2m 右 ,利税 据 Y 的 定居 ,有 
y<e+ HY 
序 Y 志 2z。 于 是 在 Do 内 有 
联 Ws, Ya PY) | EDee mT, 
当 厂 程 (21.1) 是 和 椭 图 型 的 时 懂 , 竺 葵 与 慌 曲 型 的 情形 完 闪 不 

同 。 我 个 考 处 一 个 最 简单 的 情形 ,名 Cauchy-Riemann 方程 

dO Do 一 一 (22.40) 
这 时 ,满足 条 件 “z 一 0 时 ,jg 二 g (9) ,4 一 0° 的 和 解 , 仅 当 g( 胃 为 解析 
两 数 时 才能 存在 ($2 注意 急 , 而 昌黎 不 具有 对 始 信 的 连 粮 性。 玲 
实 上 , 管 如 到 


了 芒 半 章 两 个 利 让 变 直 的 二 防 亿 徽 政 方程 刊 j 六 得 彰 

tf wa rk {ene se-"*) C08 ru) , 

d=n (et 0 nt) gin ry 
为 (22.40) 的 组, 圭 有 始 什 条件 一 0 时 ,= 2n ?cos ny 二 wi{2)， 
"一 0 这 个 始 值 夯 数 go,ty) 当 n>oc 时 一 数 收 襄 陡 0, 担 是 对 于 
和 0， 上 

Wt Dn em es og my — pin ny) , 

它 当 nyco 时 趋 于 coo，( 在 z=0 上 gn{ 胃 以 及 定理 到 -1 阶 
的 导数 都 一 玻 收 做 于 0。 此 外 如 到 mw 伐 寺 mr 天 当 %=0 时 ， 
gs( 纺 的 各 阶 导 数 莉 一 致 收 做 于 0, 个 对 zr9, 就 有 四 十 -co ,) 

一 般 地 说 ,于 于 忆 知 的 偏 微 分 故 程 ,如 果 作 为 决定 解 的 条 件 能 
垦 使 下 列 三 点 成 让, 世 么 就 说 这 个 条 件 是 适 切 的 : 

(ii) 满足 这 个 条 件 的 和 解 存在 ! 在 在 性 )。 

五》 满足 这 个 条 件 的 解 仅 有 一 个 (了 唯一 性 ) 。 

4iii) 般 相 关于 条 件 中 答 定 的 值 的 (在 适当 的 意义 下 ) 过 重信 
辑 性 (可 入 性 ) 。 

所 以 对 观 曲 型 的 情形 ,初始 条 件 ( 在 认定 区 城中 ?是 适 切 的 ,但 
是 对 Cauchy~Riemann 方程 , 初始 条 件 就 尺 是 适 妇 的 了 。 此 让， 
对 Laplace 方程 4w4 一 0, 初 姑 条 件 也 不 适 副 , 但 是 边界 条 件 是 适 
切 的 - 《对 园 的 情形 已 在 # 20 中 讨论 过 ,对 于 曲线 所 国 的 音速 通 
区 域 , 可 以 用 保 角 映 象 \ 惠 到 而 周 速 秆 ) 变 成 加 的 情形 来 讨论 。) 


第 5 天 ”一般 二 阶 缕 性 篇 微分 方程 


本 章 将 对 二 个 以 王 儿 立 变 数 的 二 阶 贪 微分 方程 , 主要 是 对 线 
性 的 情形 , 作 汪 些 一 般 性 的 令 述 。 在 本 章 中 半 不 规定 一 切 的 变数 
者 是 泣 数 ,对 而 数 仅 人 岩 敲 在 适当 的 范 贺 内 具有 相当 阶 数 (一 般 二 阶 ) 
的 过 转 计数 、 此 外 还 将 对 特征 曲面 及 Green 公式 等 作 一 般 性 的 
村 痊 。 对 于 每 个 类 型 的 较 深 入 的 圈 题 将 留待 下 章 末 研究 。 

现在 先 解 释 一 下 所 用 的 记号 : 独立 变数 zw 一 般 表示 的 是 识 个 
实 变 数 {zj ，…, 20 ,804 及 2380 具有 在 本 书 开头 所 作 的 解释 。 此 
和 外， 如 了 到 2 一 (84 …, zw) 伐 赫 作为 独立 变数 ， 那么 01% 就 表示 
Bu pet ,iw 表示 Bau 82z1Bz;， 半 次， 对 Bo 到 0( = 全 应 理解 为 
aitp OP) EO, OC= 0 0 1, 


§ 23 ”关于 二 阶 入 性 方程 独立 变数 的 变换 


1T， 独 立 变 数 的 变换 认 以 7] 表示 对 任意 醋 数 wey 的 下 
到 [向 分 算 子 
Ll] -Sa, (2 OF + 之 pw ouTotnii, {23.1) 
这 垢 a (2) =antz) ， 如 把 邹 立 变数 出 z 变 戌 后， 出 王 
But 二 = Sl ear,, 
mm ， | (23.9) 
du 3 aren dg, + SY Binds 
刷子 [四 变 盛 下 式 


nf = Tau bt ow, (28.3) 
所 一 占 一 


In 各 这 一 -+47 二 阶 神 性 也 鹤 计 十 程 
为 了 得 到 ga 的 表达 形式 ;对 于 和 企 音 两 数 Pt) ut 可 人 下面 的 
运 筑 符 生 


Qt 有 = Das) pO, . 
使 用 了 这 种 答 号 ,并 由 (23.2) 就 有 
By 一 各 人， (28 .4) 


对 人 py 能够 证 明基 癌 儿 站 变数 的 变换 是 和 不 变 的 。 审 实 上 , 由 
(23 ,4 在 


py 一 交 Ghd POs 


-SS (3 8 ) BpO 
i =1 “1, r=] - 


= S(T wg) (Kom,0t) 


= > ug ON = Qte ;VW " 
2. 分 黎 时 间 变 数 ” 识 对 于 两 数 px(e) 成 立 着 
QO pi ga) 去 册 ， (23.5) 
和 这 时 可 男 取 32 一 了 个 醒 阁 Pa (2 1 1 Dt 便 得 
Pp1 pu) =—0 (bp =, ‘0, (23.6) 
才 且 
Dlgpi, P33 
Diz, 人 关心 (此 也) 
全 


p(t) 《太一 1 ， 
这 样 把 独立 变数 由 2 变 成 z', 上 由 于 
Ql 一 看 {p1y P1) 大 0， 
=Q (gi, $1) =0 (w=2,., m), 
因此 以 2' 为 独 站 变数 的 微分 方程 


23 关于 一 阶梯 性 方程 独 关 变数 的 变换 311 
= gs), (23.8) 
和 将 成 为 不 合 9028p 六 2) 的 形状 。 现 在 把 zi 写成 1， 斌 有 


Ew = OW 十 ba 十 >’ dO 
+ 一世 


十 Db Sum (t, +, (28.9) 
为 了 得 到 满足 (28.6) 及 128. 门 的 gs, 可 分 
Xara =P, (£)， (23 .10) 


申 于 > Pep Q(p,, 1 天 0， 和 条 (1 "9 Pn) 大 《0， "sy 0) 3 
页 色 的 一 阶 齐 坎 线 性 石 程 
Qlp1, 0) = Po) =0 


具有 m—1 个 独 站 解 Bay Pre 这 样 就 能 使 {23. 合 成立 ， 也 
REIOp, 一 本 {23.,11) 
现在 来 证 明 (23.7) 成 立 。 讼 在 革 一 点 z=2*? 处 
D{gps Pa YW Pm) =0， 


DDIy es, Wt) cz 
黄 由 (28.11) 可知 存在 若 cs，…, 0。, 使 得 
Opie) = Sos0p 0) (Ff=1, yo 
从 而 由 (23.6) 有 
PL P1) sa 一 D2 CHBrpt (> 0,9 )| 


在 一 二 
~ YoQ (ps, py) 一 心 。 
攻 与 4033. 引子 盾 。 因 此 (283.7) 必需 成 况 。 
此 外 ,为 了 沉 去 428.8) 中 合 av 的 硕 , 可 豆 


二 A 


119 划 扣 查 一 般 二 防范 性 帆 稚 分 方程 


于 是 
了 fg] 一 AM( Rw 十 dy) + (ht BA Oi 
+ >( ;+2 b> ly) av+F [No= Y(t, o), 
加 姐 
一 exp( 一 二 | bat C0), (23.12) 
如 就 得 到 除 走 全 及 外 ,不 再 售 有 其 他 对 +t 导数 的 为 程 , 凶 
B20 + 2 4us803e + 六 Baw Ov=F, [23.13) 


这 于 本 好。 ， UO, i 一 般 是 (， 2 , *" - ， 交 闪 ] 的 和 类 g 、 
注 悉 ”如 时 仅 考 记 主 部 的 形式 , 草本 节 中 的 大 果 对 中 引 性 碳 程 也 成立。 


$2d 特征 面 


对 于 wiz) = 二 0 498.80) 所 沪 示 的 曲面 (mw 一 1 杂 流 形 ) ,如果 
在 某 一 点 3 一 2 处 满足 
QP 一 
的 话 ， 那 乡 \ 风 说 曲面 p (2} 一 0 在 一 9 网 上 成， 如 此 上 遇 面 
p (2) …0 上 的 每 一 点 都 是 特征 点 , 岂 称 曲面 pg(o) 0 为 特征 面 。 这 
个 定义 和 53 中 所 新 的 定义 完 答 一 匆 。 和 如 果 曲面 pifz) =0 上 某 
一 成 全 2 不 是 特征 , 那么 在 zw? 的 邻 城 可 选择 mr 一 I 个 狂 足 条 件 
Dp par Pn DB) 0 的 男 数 8a) Pn 2), 
当 用 ==gut2) (二 =，…,%) 把 独立 变数 由 z 蛮 威 2 时 ,让 广 
a = Q pp 0， 所 以 就 把 汰 程 .23.8) 变 成 了 基 洪 型 ( 即 已 解 
出 673% 的 形状 ?方程 


ou 六 Se, wt BO ot 人) 。 
(根据 前 :的 讨 芥 , 世 还 可 以 变 戌 (28.9) 蔡 著 1283 . 雪 ) 的 形状 。， 但 


824 特 证 而 了 
如 多 (中 一 0 在 2 一 3 外 有 特征 ,者 么 器 不 胎 变 矿 这 种 形状 。 
怠 如 == 人 ;6m) 基 个 任意 的 实数 ,省 谍 二 次 型 


> Ci (Et, (24.1) 


如 果 (24. 卫 在 2 一 wr 外 是 定 导 的 : 务 对 5 二 0 忻 不 或 恒信 )， 那么 史 
要 32pz0, 碑 有 Qip ,Vp) 0,， 也 就 是 说 曲面 olZI 0 在 了 一 2 
处 没有 特征 。 这 时 我 们 说 , 工 [在 wz= on 处 为 烽 轩 型 。 相反 的 ,如 
末 在 3 一 2 处 (24.1) 是 变 号 的 【对 寺 醋 正 可 负 ) ,天 日 为 非 归 化 
的 ， 匈 

0 (24.2) 
球 未 我们 训 过 [0] 在 2 一 2 处 汶 广 义 双 晤 型 ”这 时 , 含有 点 2= 江 ? 
的 特征 面 是 笑 曲 面 

班 实 上 ,这 时 存在 若 名 , 伍 每 


Sa oo) EE -060., (24.3) 


国 此 ,如 全 
Fg, PD) = 之 al (2 (24.4) 
i. ;二 
划一 阶 相 微 分 方程 
wy Er p=0 p=) (24.5) 


具有 合 面 淡 (9， wy Pj) = (05 的 解 w -opt2) ， ( 几 注 意 二 出 
Fp, p=0, p(s =0, p20) =£ #0, 的 0 2 一 0 是 包 
售 扎 2 的 特征 面 . 

“此 外 ,如果 grt) | =0, 屠 各 就 设 天 [本 在 2 一 ap 处 为 
广义 撑 物 型 
特征 面 的 条 件 是 g{z) =0 及 BQ@(g, pg) =0, 如 果 存 在 着 w(x)， 

使 得 妃 \w 8) 一 0( 反 设 如 g 二 0; 恒 等 地 成 立 , 奢 么 wiz) =ote 任意 


114 全 和 者 二 阶 缠 性 师 秘 分 态 程 
答 数 ， 记 表 示 的 曲面 族 部 是 特 征 自 ， 遇 在 我 个 素 证 明 ; 如 got2) 
一 049.po 天 0) 是 特征 面 , 塌 么 存在 着 包含 宅 的 特征 曲面 庶 wp (四 
==c。 裔 (24.3) 成 让。 在 满足 gate 一 0 的 点 29 的 邻 咸 中 ,不 失 一 
般 性 可 诅 G189o 关 0 这 样 , 邮 面 gol2) 一 日 在 这 点 的 缉 城 就 能 写 三 
下 面 的 样子 : 

2 一 tg) “a mn。 (24.8) 
现 往 消 芋 地 坊 (23 ， “9 Dn 一 你 ， J 是 

DE, Uy WD) A , 2 gi, C6, XPD, 
1' 二 部 


m1 +E 


” 十 de de T) PuDyy (24.7) 


由 了 BoVo 一 一 人 po ipo) nw 上 所以- 
” Br, yo， 起 外 0 = po Po OP0) 下 一休， 
凶 一 6 是 一 阶 依 徽 分 沪 程 
DB{r,y rp = p=0.0 (24.8) 
的 解 ， 如 假定 呈 ,, 关 0 ( 兄 注 汗 3) ,于 么 (24.8) 永 在 z=z? 的 铝 城 
具有 满足 条 件 
3 一 了 3 | bol rh ay Da) + 
的 解 (e 和 当 沙 )。 合 这 解 为 一 上 (23，…; x3 cj ) 由 于 内 尖 0， 所 
以 可 在 
、 2 一 由 (3 2] (号 入 .全 1 
旨 解 出 co， 而 符 到 
C= PT Pn , . ‘2. 10) 
但 是 由 于 gtr)w.y 一 6 ( 术 等 式 ) 所 以 
Bb (OP) Pm). 
于 是 有 
全 放 ) wy 一 《全 六) 古人 5) 一 0 (24.11) 
得 直 (24.9) 与 (24.10; 等 关系 , 所 以 (VD),_s 一 %4 恒 等 地 成 立 , 因 此 
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在 (24.J1) 中 分 c=9 后 ,就 恒 侍 地 成 立 
Qir, p=0, (94.12} 
雍州 ， 四 于 {wr, 0) = Wo' x) 9 1 | =0 与 2 — ol) 是 每 从 
的 ;从 而 后 与 boto) 一 0 表示 者 癌 一 曲面 。 
注 功 站 对 1234.4 所 定 必 的 互 , 有 有 
= tr)p. 
因此 ;如 时 Py wy ey =—0 = ly mn}, 风行 
mr 【30 村 一 人 一 和， 
直 于 总 洱 4 所 以 非 成 交 如 下 的 条 件 不 可 
Hg (ry 一 0 
国 此 ， 假定 所 计 柳 的 是 (24.2) 的 悄 形 ) 那 芭 了 [， 50) 就 不 能 邦 等 于 0， 为 
了 模 利 起 兄 可 设 en 区 二 0 这样 关于 zi 二 2 的 初始 面 素 组 将 合 布 面 素 
tT 两 星 三 各 ry 区 一 有 新 就 得 到 了 方程 
24 ,41 全 有 而 来 2， 0 的 和解 =p(2 局 12)。 
注意 2 由 (24. 中 有 


0,, = Dap -ea . (24.13) 
又 因 为 
-es pi— a ) Pi 二 i 一 PL {224,14 和 ) 


所 以 在 X=29 处 ， 如 有 
(Bi) wip- 0 中 =2， gy . 

[Oy, 琉 示 在 括号 内 取 fa 站 天 (po Bao ， 那么 由 (名 jy,=0 及 (24.13)， 
(34.14) ;就 有 

昌 

(em 名 人 p)， cs 二 
因此 ,只 要 合身 二 一 1, 就 得 到 
(Sap), 0 dl 人 ; 


从 而 有 网 


[| 二 0 


这 个 精 果 显然 与 [和 .2 了 有 厅 。 所 坟 原 来 所 作 的 殷 设 多 pr 一 站 一 是 


118 . 第 5 章 一 般 二 阶 米 性 解 德 妇 方程 
不 合理 的 。 
§ 25 横 帘 向量 ,特征 射 辜 
工 _ 横 截 疝 量 , 余 法 姜 , 导数 ”对 于 曲面 gi2) 一 0 12 人 0) 上 
的 企 一 成 网 二 ， 用 公式 
EA ty) OEY) CAO = 125.1) 
所 定义 的 向 量 一 ,时 做 曲面 在 27 处 的 烧 蕉 向 量 (tran- 
sversal vector), 特 期 是 当 oz 一 6 (8g 三 0 上 时，p 人 一 0 在 咖 
处 的 柜 惟 向 量 就 和 曲面 在 这 点 的 法 笋 一 致 。 
个 天 二 C1 “ys ye) 代 彤 曲面 (中 ) 一 0 攻 成 2 处 ， 持 指 间 正 
俩 (2 二 由 的 章 位 法 缮 , 卓 
z N=Opir) [Ow (a) (ae -Wapa). (25. 2) 
现在 用 
N= >a (pn -Dant PNA pp po’ {25.8) 
定义 的 辣 基 六 一 1-… ,mi 显然 是 gtz y=0 在 22 处 的 一 个 模 


做 癌 量 。 我 们 特别 称 窒 为 ww fw) ==0 在 zz 处 的 作法 各 conorrmali’。 
”对 于 向 量 = .61 1) 和 任 窟 图 数 wz) 下列 的 极限 


lim - 中 1 十 - 2 Wp 1 Bawto ) 
寻 做 4&2 在 z=2* 如 关于 的 方向 导数 ,并 把 它 写 成 


Ott (9 )— 0 [25 4) 
当 疼 是 曲面 ge) 一 0 在 2 处 的 全 法 其 时 ,由 (425. 扫 有 
dP) 一 > NB Lp) 


= {0 9, 0 [Og | } 
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一 3 jp Op ts (25.5) 


宅 时 做 wiz)} 在 名 处 ,对 于 曲面 pv) 一 站 的 余 注 粳 导 数 。 
”习题 当 二 次 章 (24. 为 正 宏 , 好 Yt >0( 二 0) 时 ;证 明 法 入 与 余 
法 镶 之 间 的 夹 角 必 小 于 首 角 。 YT 
2.， 特征 射 况 ” 惑 £ 是 曲面 w!2) -0 在 2 处 的 槛 鹤 站 攻 , 由 
25. 二 和 有 


Gp C2) 一 er 【20 一 六 人 tp 9 由 ) rar, 


因此 知道 ,otzy =04 在 2= 如 处 为 特征 的 事实 ,等 价 于 在 ao 处 的 横 
瞧 疝 量 在 玫 点 与 曲面 p{z) =0 相 团 、 另 姑 , 如 果 条 件 (24.3) 成 站 ， 
半生 2(e) =0 为 特征 面 , 那么 存在 着 通过 曲面 上 各 点 , 井 落 在 
2 (2) = 0 上 的 懂 戴 曲线 。 事 实 二 ,根据 前 节 的 讨 座 , 只 要 讨 花 恒 等 
地 成 立 Q@(y ;8) =0 外 可 。 这 时 ,说 方程 


> (一 荆 ， "TL (25.6) 


席 足 条 件 千 = 上 0 于, z=22 (ptj 0 上 的 点 ) ”的 解 为 了 2 人， 再 
么 就 有 


hy, 
ET (gn) =>ap: 去 一 @(p， 多 ) rr 一 口 。 


于 是 9 人 2 人 信 ) 一 op(o0) 一 9, 这 就 是 说 z=2() 落 在 glz) 一 0 上, 亦 
印 特征 面包 含 着 自己 的 模 截 曲 嫉 。 因 此 我 们 称 ‘25.6) 的 解 明 线 
Zz 二 +( 介 为 特征 乔 嫉 iceharacteristiec ray) 。 丸 因为 特征 英 烧 是 定义 
在 特征 面 上 的 一 阶 偏 被 分 方程 

Qu Ht) = rp} (m=O) (26 ,7) 
的 基 碍 特征 曲 缆 , 所 以 在 这 种 意义 下 也 是 特征 射线 为 双 特 征 有 曲 糯 
(hicharacteristiec eurye), 


事 活 上 ,如 绩 
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PLN TD, APED) TP 
首先 由 !25.2) 与 424 .4 有 一 坟 9 三 有 


mm 1 ， 
3 他 ht ay 上 -tf the, p=, PHI ” (28.8) 
1= Tt 
于 是 有 
cs ca _1 人 es We | 
she -二 ， 25.9 
ot S| tty 二 2 SP 2? Cs PI{r, Dt ( ) 
上 比 外 由 于 
rj oT, HE ,1 
ee Oe 一 辫 ， 《站 亲友 sD ) sr, 
以 及 
忆 { 旨 (2 Pp)}= 全 (glazegi pB 太 十 2082D840 Og) 一 0 
| 
所 以 得 到 


1 于 


tI9 他 1 1" 
全 Bip mA 9, > sh Ci = — {Pe}pmae, 


而 此 就 有 


业 


1 
和 = mn, (25.10) 


国 为 逐 中 丰 舍 有 8 所 以 由 (25 .和 . {25.85) ,125.6 就 下 以 证 明 
(py = 5.3) 的 特征 带 , 于 是 tw) 是 方程 
(25. 妃 的 基础 特征 曲线 。 

特别 当 沁 一 2 时， 一 亲 的 特征 西 是 特征 曲线 ， 它 与 蛙 征 射线 
( 双 特 征 曲 缕 ) 尘 全 一 致 。 

当 er 是 常数 时 ,2(z, pp) 仅 含有 pp, 而 特征 射线 = 双 特 征 曲 线 
加 成 为 查 线 ( 兄 $ 11 的 例 1)。 


$26 reen 积分 必 式 
面积 分 与 散 志 定理 ”这 些 事 实在 三 条 空 肝 (和 = 一 3 中 已 属 


Yr 


2 Toon 才 !1 牙 人 起 TI 
常识 的 范围 ,因为 我 们 要 在 一 般 的 交 旭 空间 用 和 到 它 , 所 以 刚 加 以 衣 
明 。 读者 如 采 威 到 对 澡 杂 空间 的 理 佣 有 困难 的 地 方 , 希望 雯 合 
人 一 2 m==8 的 特 环 情形 来 进行 思考 。 
设 在 从 空间 有 一 圭 灌 的 曲面 个 (mm 一 1 大 流 形 ), 即 对 全 车 
点 的 邻 域 部 分 ,省 的 : 万 程 可 幅 示 成 为 m 一 ] 个 凑 烧 = Ka 
的 巡 入 可 微 的 两 数 
B= 二] 
掉 且 还 满 吓 条 件 | (20 .1 
Rk (OMAa) bal) = m1, 
或 可 用 zz 的 媚 入 可 微 丙 数 vw 人) 表示 为 
pei 而 p00., 
对 于 六 的 珍 面 积 , 如 用 (426.1) 的 赤 示 法 ,并 痢 
一 OA |, 
而 (26 ,2 
CF — 之 ci 
著 束 它 可 过 写成 m2 一 1 重 的 积分 
SU -| (Wa 


这 样 定义 的 S(tD) 的 值 , 对 于 参数 变换 是 不 变 的 , 并 有 日 对 于 空 
时 坐标 了 的 合 册 变换 (平行 移动 或 线性 正 变 变换 ) 世 是 不 变 的 。 特 
着 当 工兵 平面 ( 即 吧 一 二 维 线 性 流 形 ) 的 一 部 分 了 时,( 太 与 三 的 
5 一 虐待 性 积 ( 在 记 准 空 明 内 兰 虑 为 面积 ) 完 全 一 致 。 此 让 当 宫 一 名 
时 访 (了 ) 几 示 通 常 曲 于 的 面积 , 而 当 和 = 时， 有 表示 曲 比 二 的 
昌 长 度 。 

霓 在 对 于 定义 在 三 上 的 图 数 g(lz} ==g(X(3)), 称 如 下 的 
mm 一 1 重 积 分 

| (A {gorisyad" ls 


120 第 3 但 一 不 二 和 性 姐 币 分 沪 程 
为 人 上 的 面积 分 。 合 04"s 一 QS;， 则 它 可 以 写成 
[yp (pds, (-| pl (8)) ots) as】 (26.8) 
有 把 Sj 请 瑟 兢 230, 这 个 积分 对 于 尖 数 本 痪 以 及 空间 坐标 的 
合同 变换 由 是 本 这 的 ， 
味 和 好 ， 如 已 短 曲 页 六 的 方程 为 (2) 一 019.w8 关 0) ,并 就 工 的 
单 { 证 法 姥 右 量 六 = (1 4 phn) ' 芭 j 


m=e09 /VS (op) = ， (968.4) 


这 也 ss 一 十 JE 可 以 根据 站 纺 指 向 /的 某 一 侧 ， 而 选 定 为 十 ] 或 
一 上 加 了 已 输出 为 (26.1 的 形状 , 消 么 便 用 026.3 的 记号 ， 号 和 有 
Wi 二 eg i 二 十 1)， :26,65) 
大 有 上 妆 区 城 1 共有 光 消 的 过 上 内 了 证 开 一 (Nr, | 5 古 + 的 
单位 汰 线 ， 并 指向 也 的 人 外侧 ， 有 对 于 在 DU 上述 烤 可 微 的 商 数 
421 下面 的 入 分 关系 式 : 
| 站 12 一 | ws ds, 
这 个 公式 对 共有 mr 个 分 量 的 向量 疝 数 他 一 ta py 地 2) 他 适 
用 ,这 时 应 该 戌 立 
| {eae ) a 2 (> wo )aS， ' 26 .06) 
这 个 参 陈 对 做 向 度 定 理 ' 大 看 林内 书 , 几何 " 兴 § 23}， 
注 匡 14 用 了 疝 昌 分析 中 通 逢 门生 法 ,所 绢 营 度 定 二 , 即 指 
上 qivTPaee 一 | TP nds, 
散 庭 (di 的 体积 分 = 消去 面 的 通 量 flix) 咖 积 分 - 
2 ，Green 积分 公式 ”对于 任 蕊 出 数 442) ,容易 把 


Fil, hel ， 
Ll?| = 和 > a {Fr) 和 prirdut erriyu L266.7) 
tr 和 一 


让 


$26 如 een 和 人 必 公 式 T21 
号 成 
Ela] = Si8,(Xradw )+ Spat ou, 
+ 二 1 1 一 工 1 三 | 
这 里 (26 .8 


Bi=b— SO, 
pe 
子 : 
P= (Sad)— TaoBa tou, (26.9) 
i 二 1 :二 1 4-:-1 


这 个 式 子 书 做 [wl] 的 但 随 * 微 分 ) 式 -能 苹 证 是 工 的 作 厂 区 工 - 
与 二 一 致 ,特别 小 二 帮 , 印 B=0 t=4 ,2) 时 ,工时 做 自 特 
的 。 
对 于 性 兰 济 数 六 2 与 iw) ,由 i126.8) 及 (286.91, 能 驶 让 明 下 
式 威 直 
vi [ul — wl*[y] 二 > A 1 > Aandy +Baw|. 


一 了 


分 


?tL 


Wi 一 Vo TOA 一 wx 六 ov By, 
并 利用 散 度 定理 (26.6) ,就 得 到 
| {v5 ~urr [ol}d"y =|, {vow ud 2 + Bu} dS (26.10) 
让 里 
人 三 总 wim8,' 余 法 重 半 数 )，B,= 祈 Bim. 


上 面 的 公式 叫做 Green 积分 公式 。 
去 上 Li 不 自 们 的 yl 


ml 21] 


rr? nt + 
1 辣 加 是 , 9 


一 入 人 WD)—ouv+t viw], 


J 
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所 以 合 wmv>iavOm， 并 利用 (26.9) ,吉成 站 下 面 的 公式 : 
j= 
| {Qu ouu}d "sy 上 | ,oI pda oavas， (28.11) 
LD . 

注 夫 2 用 {26. 帮 来 规定 工 [4 时 ;只 要 殷 识 二 次 ; 太一 攻 速 德 可 微 ， 
c 过 入 就 够 子 。 如 用 (26. 辣 鸣 形 关 来 坦 定 工 4; 于 欠 只 茵 i 及 B, 部 一 葡 速 
米 可 被 有 凤 可 。 

习题 对 4 必 6.75 证 明 

L*fFu] = (qt) — > (bd) + ew, 


S27 广 广 解 


屏 画 数 wz) 在 有 上 蜡 区 域 中 雇 到 相当 高 具 (例如 二 淮 ) 连 粮 可 
徽 , 莽 在 离 也 的 境界 了 和 相当 近 处 恒 等 于 0, 旭 称 这 种 画 数 为 万 的 
降 酸 图 数 'test fonction)， 识 了 (2) 是 在 DD. 上 的 连 粳 丽 数 ,如 果 对 
于 刁 的 任意 试 夫 画 数 w, 恒 有 


|, 六 一， (27.1) 


末末 必 在 卫 内 了 (2) 一 0 《这 个 定理 是 变 修 学 基本 引 理 的 推广 y 

事实 上 ,如 毁 在 如 内 存在 若 一 点 加 ,有 了 (2 到 0, 于 是 lz) 和 情 
和 三 一 2 内 保持 一 定 的 符号 ,不 
类 一 般 性 可 摔 在 137 一 21p 内 了 (7) 半 0, 现在 取 试 台 两 数 fo ， 
使 得 在 12 一 2 0 内 有 ?0) 判 当 一 加 守 p 时 ,=0， 入 
如 当 |2 一 2 六 时 ,全 亿 一 1 一 了 和 对 和 8 而 当 ,2 一 zep 
时 ,分 如 天 0 即 可 。 于 是 将 有 ， 


| Fr 人) 人， 


这 个 不 等 式 与 (27.1) 子 后 ， 所 及 在 站 内 了 (zw) =0， 
识 utiz) 在 DD 内 为 微分 方程 L 


27 上 广 艾 肇 TS 
Llw] 一 产 :他 ) (27 .2) 
的 解 ,并 设 包 是 关于 卫 的 武 购 责 数 , 把 Gree 和 公式 126.1 人 应 诈 于 
与 中 由 于 与 Bw 在 厂 的 分 域 民 等 于 0, 所 以 对 任意 的 如 有 


| {wrE Ea ur fl}d"w 0, (27 .3) 
因此 由 (27.2) ,就 成 立 下 齐 公 式 
|， wooe 一 | wfd"g. (27 .和 


相反 , 裔 本数 wo) 二 次 连 第 可 微 ,村 凡 兰 于 DD 的 任意 试验 西数 
2 公式 (27.4) 刻 立 , 甩 么 4 必 为 方程 (27.2) 的 解 。 入 是 因为 很 据 
(27.41 及 (27.3) ,对 于 性 六 的 不 难 苏 数 亡 成立 着 合式 
| [一 六 Gy 一 
玉 刀 根据 变 务 尝 其 本 引 理 ,2 满足 方程 (27.2) 。 
， 一 般 的 来 滤 ) 如 果 计 本 卫 的 任意 试验 而 米 加 ，(27.4) 标 刻 立 ， 
世 么 就 对 4 一 wt 为 (27.2) 的 广 计 解 。 对 广 六 和解 ,不 必 限 制 生 六 二 
次 可 微 , 盐 至 是 全 可 微 的 函数 。 敲 一 个 具有 相当 高 阶 ( 如 二 阶 ) 填 
称 导 数 的 画 数 序列 {twt2)}, 当 Wxoo 时 , 一致 ( 在 适当 意义 下 ) 收 
训 于 图 数 w.(2) ，, 同 寺 工 Ej 一 狼 ( 也 在 适当 意义 下 ) 收 敲 子 fw)， 
这 时 ,出 于 对 DD 的 任 写 试 验 丙 数 甸 有 
tim "| {fwL [yl 一生 [ep z=|， {wf — we [ww] Yay, 
所 以 由 (27.83) 可 知 必定 成 立 
Pieiare=| oraro. 
这 就 是 设 ,， .是 瑟 程 人 437 .分 的 广 六 解 。 
语 如 ,我 何 善 虑 波动 万 程 
无 [本 一 让 :一 由， (27.5) 
雪 交 ,中 为 二 次 巡 和 炳 可 微 面 数 , 天 
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村 二 人 十 六 十 下 由 一 上) (2 .6 

确实 是 (27 .5 的 解 。 如 92， 出 仪 是 速 纺 医 数 (不 一 定 存 在 导数 ) , 苦 
么 (27.6) 就 是 (27. 扑 的 广义 解 。 事实 上 , 和 这 时 存在 着 分 别 一 狼 收 
名 于 ,上 出 的 而 数 序 列 go， 及 山 ， 而 p。 太 册 部 是 二 次 圳 闪 可 微 
欧 。 国 此 ,骨科 各 一 六 十 轩 ) 十 由 人 一 四 满 是 抑 [ 一 0D, 寺 且 46 
一 致 收 教 平 芭 一 入 地 十 杀 二 出 十 一 久 ， 所 轴 是 广 尺 解 。 另外 如 果 
我 们 适当 地 规定 收 显 的 查 义 ,用 027.5) 可 能 有 完全 不 速 辐 的 解 . 

因此 对 于 谱 动 方程 来 诉 ， 行 在 从 和 人 尼 原 六 和 解 意 闵 先 全 不 同 的 
三 内 解 。 但 是 对 [Laplace 再 程 4=0 其 不 然 , 这 时 所 请 广 头 解 必 
定 就 是 原来 的 和 解 5 序 解 入 正 划 的 解 ) ， 

近年 淋 , 在 一 般 炎 性 忆 微 分 方程 的 理 询 中 ,T 义 和 解 起 着 非常 重 
要 的 作用 。 

注 莫 ”对 于 号 内 性 交 的 斌 瞪 图 数 风 以 古 程 (27 .4 所 定义 的 广义 解 特别 称 
为 易 解 -. 这 种 解 的 导 丁 数 具 有 上 广 闵 国 数 (全 BeImw artz 所 定义 的 distribution) 。 
的 意 宕 。 和 它 相 对 应 的 ; 康 并 意义 下 解 的 极限 殴 数 , 疤 

tn 而 工 Lv 【一溜 示 距离 空间 的 强 收 状 ) 

所 规定 的 广义 解 ， 时 徽 强 解 。 这 是 把 微分 算 子 工 扩 虑 成 “于 算 子 ” 市 产生 的 
和 解 。 强 和 解 必 是 器 解 , 但 是 相左 基 否 成 立 , 这 是 一 个 非常 困难 的 问题 . 此 外 , 原 
求 痊 久 的 解 忠 则 做 太 程 的 韩正 解 (genuine soluntion)。 


$28 二 阶 常 系数 方程 的 标准 型 
弄 在 研究 如 何 抬 和 潜 数 此 本 bi, 6 是 常数 的 六 性 方程 


[ww] = pa 之 5 十 ou 二 了 2 (28.1) 
猎 过 变换 变 成 标准 型 的 跨 题 。 用 线性 变换 
w= Sa (28.92) 


把 儿 袜 变数 2 并 成 2', 这 时 ,方程 (28. 变 成 
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d re, de “ ， ， 
> Bont To bron Fou fl) 要 
上 由 三 


1 二 一 并 


涝 申 {28 .3) 


lt, tt 
' - 


7 
+ 
Lr ~ 1 pr 一 个 bios 1 
tr 二 1 


因为 oj 一 wy 所 以 可 取 {28.2) 为 适当 的 下 交 变 换 , 使 得 短 陈 (04 
态 为 对 角 禾 的 形式 ， 凶 


于， 一 》 ,0,3 


这 里 入 是 绑 阵 (ge:) 的 本 征 什 ， 当 加 了 一 如， 由 于 入 一 Fed 
a 一 十 14， 因而 可 得 裕一 Nr 而 使 9 的 系数 硫 为 ”一 

d= 8 二 土 1 0D}, 
因此 可 及 代 罗 (28.1) , 背 大 具有 下 肇 形状 的 方程 


Ero-t AD 二 Fr (el= 十 1 或 0)， [28 .4) 
一 1 二 1 = 


这 里 2 与 (ao) 的 本 入 位 和 共有 胡同 的 符 污 。 
对 一 般 的 知 了 aw) ， 即 当 
0 (28.5) 
时 ; 8 一 士 总 = 工 2 该 时 ,如 设 


kt 二 


= 6XD ( 一 5de) 四， {29.81 


且 容 易 证 明 ， + 的 标准 型 次 程 成 为 下 面 的 形状 {不合 一 阶 蛙 数 ， 


eto av = i. (28.7) 
其 次 ,如 果 假 证 ia) 为 几 华 算 陆 , 即 当 方程 为 一 般 抛 物 型 而 
人 (28.8) 
时 ,用 必 存在 着 等 于 0 的 a 


二 Mm 


二 天山 性 一 二 本 天) ? M1 2 一 他 ?= 站 十 上 ， "ep rn) 4 


1 弟 5 识 “一般 一 阶 各 性 位 微分 方 各 
期 由 038. 人 能 人 能 得 和 儿 变 换 后 的 廊 各 

sefo+ > B00+019 ~ fu (0 , 
如 果 下 中 有 有 不 等 二 0 的 而 数 Drr1s 清和 只 要 他 


Peri >8 这 j] 


就 能 得 到 标准 型 方程 
sa 一 aie+oo 一 Ptz)， (28.9) 
闪电 中 泣 有 不 等 于 0 的 责 数 ( 即 一 切 帮 三 0) ， 划 标准 弄 六 称 成 为 
De vfov= f(g), (28.10) 


于 外， 如 殿 革 [1 属于 椭 图 Ed 3 上 SS cd 为 十 时 网 ， 这 半 ， 由 
了 1， 3 A 周 导 ;所 以 西 以 开 ci:—1 [21], "sy 7 ) " 前 标 荐 型 方 
各 硫 为 
村 各 中 二 天) (28,11) 
(de= > 1 Oru). 
其 其 ， 如 元 [ 辐 属 子 广 六 双 曲 玖 ， 了 DA EE 一 设 为 变 导 1 
的 ,加 本 征 值 能 为 正 数 或 负数 ,但 处 庄 为 0. 这 时 , 分 8&4=] (i=1， 
,Kk), 5;=—1 (一 在 十 了 ， 用 标准 型 方程 成 为 
a > Out ou fs) ， [28 .IT2) 


晨 好 是 ， 当 本 征 什 中 仅 有 一 个 与 其 余 的 有 相 以 的 答 号 时 , 夫 么 ,把 
“ 宅 所 对 庶 的 独立 变数 取 作 而 分 其 水 的 独 站 变数 为 2, 剧 得 标 淮 
型 方 积 - 
\ B21 — A ew = #0, 0 。 (28 18) ， 
流 种 形式 由 做 正 起 双 随和 型 "Tnrmalw hy perbholic} ， 非 契 刘 的 戏曲 
全 《 叶 本 征 侍 呈 有 盖 个 以 于 为 正 或 为 久 的 数 ) 叫做 超 双 曲 型 ,ultra- 


有 29 作为 滞 膨 散 纺 导 坟 程 解 生生 窗 1 
ivyperbolic) 。 
此 外 ,在 一 般 摔 物 型 中 , 特 量 间 3aoee 是 管 号 (名 人 短 关 0 战 恒 
过 0) 的 上 时候， 那 来 降 去 等 于 0 的 本 征 值 以 外 其 余 的 下 算 作 是 同 疆 
拘 。 因 此 标准 型 汶 程 臣 为 
号 让 一 站 1 外 十 已 村 一 了 (人 ] (28 . 14) 
或 
A toa= (Ja 一旦 如 )， 
t=1 


(28 .14) 的 情形 中 做 正规 抛物 型 . 


§ 29 作为 带 系 数 继 性 方程 解 的 平面 波 
”1 车 加 原理 ”现在 简单 地 述 裔 一 下 众 所 沼 知 的 各 性 方程 , 特 . 
匠 足 党 系数 线性 碳 程 的 解法 。 
敲 工 [中 是 对 任意 西数 4 的 缕 性 微妙 算 子 。c yz 分别 是 什 次 
常数 与 任意 函数 , 旭 
I So | => ec.L [rt ] , 
国 此 ;如果 久 = 二 1 9} 花 齐 次 各 柏 故 程 
Lful=0 (29.1) 
的 解 , 那么 它们 的 线性 租 合 “ 一 cw, (系数 为 常数 ) 也 是 (29.1) 的 
解 。 此 外 如 有 无 限 个 般 = ‘n=1, 2， “…)， 村 已 家 烙 
t= > Gu io, 党 数 ) (29.2) 
一 黎 收 仇 , 还 苦 当 高 实 ( 芝 的 阶 数 ) 乏 项 可 徽 , 拖 么 就 有 
Llu = 局 oFpo=0， 
因而 (29 .分 齐 是 (39. 轨 的 解 。 
再 省 ， 如 【29. 的 解 w=-wlw, a) 含有 沧 数 a, 而 且 速 粮 依 孚 


T138 第 656 章 一 秀 二 阶 灶 性 炉 奏 分 方 稻 
于 & 的 变化 ,对 干 下 烈 的 定 积分 
w= [po (aus, aaa (29.3) 


{积分 区 与 + 污 基 } , 尤 许 在 积分 符号 下 进行 适当 们 次 的 艺 对 心 的 
微分 ,有 则 有 
Ll pie) Eludea=0 (io ) ， 


从 而 (29.3) 也 是 (29.1) 的 解 。 此 外 , 解 对 套数 所 作 的 导数 ， 邵 
一 Oo (2 0) 一 般 也 是 (29.1) 的 解 ， 

因 嘴 从 已 知 的 解 , 伏 昭 上面 的 步 马 就 能 得 到 新 的 纠 , 这 种 方法 
吓 做 迁 加 原理 。 常 常 使 用 这 种 方法 来 求 具体 的 侯 微 分 方程 满足 各 
式 各 样 条 件 的 解 , 所 收 滋 的 效果 是 真 好 的 (参看 本 从 书 : 避 徽 分 方 
程 的 应 用 ) 。 但 是 严 密 的 设 , 完 强 在 什么 料 的 条 件 下 , 地 万 许 对 上身 
数 作 逐 项 微分 , 或 是 在 积分 号 下 进行 徽 牙 呢 8 这 样 的 问题 是 存在 
的 、 但 在 实际 应 用 于, 常常 可 以 不 必 考 虑 这 些 问 题 而 直接 用 上 面 
的 方法 求解 ,得 到 了 解 以 后 ,再 来 讨论 解 应 起 符合 那些 条 件 就 角 
了 。 

此 外 ,依照 这 祥 形 式 进 行 计 算 时 可 能 导 到 发 散 积分 。 这 时 有 
一 种 考 法 对 做 取 旧 获 积 仇 的 有 限 部 分 法 。 各 果皮 把 这 些 各 种 各 样 
形式 的 计算 方法 作 理 诊 上 的 艇 一 ， 那 就 要 超出 普通 所 用 的 夯 数 根 
念 的 范围 。 这 也 正 就 是 产生 Bechwartz 广 立 画 烤 理 窒 的 硕 圾 之 一 
(参看 本 丛书: 广义 画 数 )。 . 

2%， 和 平面 波 的 解 ” 下 面 要 特别 沽 虚 常 系数 线性 方程 的 情形 。 
先 把 党 系数 徽 分 算 耶 了 工 中 一 鞠 阶 数 为 的 项 集中 起 求 , 训 以 

. P08, -Oe, {29. 生 ; 

手 是 对 大 阶 的 算 子 也, 有 殷 活 


Liu = Pu u. (29 .56) 


8 20 作为 潢 系数 线性 方程 解 的 平 耐 波 129 
P, 村 本 “是 # 袍 的 齐 坎 整 式 。 此 处 ,129.9) 的 主 
部 是 Po)u。 对 于 方程 


Livl =0, {229 .各 } 
起 下 玉 Wim 一 1 欠 的 线性 流民 1】 
pp Var, 一介 {29.7) 
7 三 1 
是 特征 面 的 条 件 为 
a OP Grp = PLA 一 0 [29 


因此 ,如果 529.6) 的 特征 方程 Patt 一 0 存在 实 解 的 语 ， 那么 就 在 
在 善 实 的 特征 平面 429.7)1c 是 任意 的 )。 
为 了 方便 起 见 , 引 各 法 >a, 一 QF， 我们 先 求 .29.0) 具有 
形状 如 
= Pst) {20.9; 
的 解 。 拒 (多 .外 ) 代 下 129. 合 后 ,就 得 到 
Lil = ‘SP, 1& (ag) ~ EP, ps sas =0. (29,10. 


普 先 坦 虚 王 [x] 公有 具有 主 部 的 情形 ,部 
LI 一 De 一人 0 
这 时 ,由 于 
Prita) p(s ms — 0 
如 果 选 定 a 为 满足 方程 (29.38) 的 数 , 那么 可 以 认为 p(s) 是 任意 丽 
数 。 具 有 形状 如 (29 .外 的 解 叫做 和 平面波- 这 时 ,平面 xz=e 对 做 
波 面 ,西数 g 8) 是 做 波形 。 于 是 就 得 到 了 下 而 的 定理 : 
定理 如 .1 加工 [u] 仅 具有 主 部 , 且 存 在 着 实 特 征 面 , 那 么 就 
存在 着 下 面 波 的 解 ,其 波 面 为 特征 面 ,而 波形 是 侍 痢 的 。 
其 谱 再 基 碟 一 下 具有 主 部 应 务 各 项 的 于 [] ,对 于 全 党 的 消 足 
请:{Q) 半 0 的) 方程 (29.10) 对 于 未 知 丁 数 pfs) 成 为 大 阶 的 常 乔 


三 意 而 一 六 二 阶 蔗 性 摧 补 全 方 伴 
数 径 性 常 微分 方程 。 这 诸 , ce 在 满足 Pifa) 0 的 陵 制 下 让 任意 
的 ,但 pfs) 却 只 是 个 线 手 独立 的 面 数 的 线 幅 和 粗 得 。 至 于 这 万 个 
池村 图 数 的 求 琶 ,只 和 体 的 来 六 , 可 说 
de (29.11) 
中 于 
上 
[一 人 ae 一 站 
开支 做 
因此 ,对 于 注 是 
SY' Pn: =:0 (29, 12) 
业 bh 
的 人 区 的 ,1529.1 了 就 是 29, 介 的 扫 12E 耐 波 ]。 
汪 惟 注 忆 .29.12) 的 a 不 限定 其 冬闲 , 瘦 估 独立 恋 娄 是 训 数 ， (29 .9) 
汪 解 竹 二 斋 呈 复数 。 枝 得 刊 实 的 解 ， 只 王 反 复元 解 分 成 基 间 三 斋 部 加 可 。 
例 者 后 以 (ts 了 1 加 江 . 2 外 娄 的 正规 说 物 到 方程 
局 全 一 下: 和 一 让 (29.14) 
(起 博导 十 程 1 以 = 六 人 8 入 生硬 小 ,加 得 
gi Su: "0, 
wil] 
HE 但 说 了 稻 (全面 丢 ) 
HCD St Bt), 


站 0) 为 实数 时 解 洒 在: 附和 无 界 - 为 了 亚 得 到 闪 f0 时 有 界 的 解 ， 可 


NT "f= 一 1 . 


这 时 a= 一 愉 忆 所 以 当 (>0 时 有 界 的 下 本 波 是 

fly a BI exp{ (SEE) + ripes), 
当 > 0 时 ;由 于 w(t 2 有 以 及 它 的 导数 当 181: 一 oo 时 急速 的 减少 , 所 以 下 
列 多 重 积分 

< 人 exp 4— (AEHIEA LB Bn (29.14) 


驻 笋 ;证 昌 # 站 t 及 7 了 任 窜 次 数 的 微分 运算 ; 都 克 社 在 积分 导 下 施行 。 于 是 
(9,414) 址 起 (29.13) 的 解 。 为 了 计算 积分 ,可 毅 w tT B= ?w/t = 训 ， 


30 扳 苗 性 方程 的 特 伍 茶 件 了 7 
这 样 ; 就 得 到 了 
二 1 | | CED (DEY 


短 利 内 公式 
上 exp (#2 id = Ts er 


uN exp (- Se). 


§ 30 ”所 粮 性 方程 的 特征 条 件 


工 ， 二 阶 的 面 素 组 ”站 到 现在 为 正 , 为 了 容易 理解 ,我 全 只 讨 
了 验 了 缕 性 方程 , 更 在 来 菩 明 一 下 氢 纯 性 友 程 的 特征 条 件 。 为 了 全 
后 面 的 班 论 更 加 叮 的 , 先 解释 一 下 二 阶 的 面 壳 得 。 
首先 对 任意 面 数 2 一 52) ， 改 
6 一季) Diu = Ps (80.,1) 
则 以 zw 作为 独立 变数 的 符 微 分 方程 


du= pear dp= Yd (30 .2， 
三 j=l 


胸 立 。 如 裔 独 广 变数 是 套数 8 一 (8 的 羡 数 和 
= 的 两 数 时 ， 
避 们 之 阅 将 成 涝 关系 式 (30.2)， 

一 般 , 这 向 十 二 各 十 和 个 量 ! 二 ,二 tr D1 
二 的 租 称 为 二 阶 的 面 汪 。 加 果 把 尼 
们 媳 作 个 内 数 3 的 西数 ,而 (80. 力克 亚 ;那么 就 时 它们 为 下 入 
的 ) 二 阶 而 案 租 或 出 称 为 二 阶 带 。 方程 (30.2} 咱 做 二 阶 成 带 条 件 。 

对 于 二 附 面 淋 租 ,如 用 

Ss gab) oy py 


来 代入 s 市 以 {为 参数 ,出 它 扔 成 为 二 阶 面 来 各。 特 绚 对 各 共 的 


就 能 得 到 


上 姨 蝇 章 一 直 一 阶 社 性 阴 生 寻 广汉 
二 阶 阔 素 间 如 
。 天 【各 rn 
it 人 
Dray eysn) 
出 可 以 zz 代 避 3 作 沟 独立 变数 ,于 是 用 130.2) 卫 能 导 绸 080.1)。 

此 外 ,对面 汪 7) ,加 有 

有 Ou), 

泌 么 就 说 ,曲面 一 #2) 含有 二 阶 面 小 '2 ,2 扩 70)， 

为 了 与 二 界面 素 对 照 , 我 个 把 389 中 内 说 约 面 这 ( 这 ; 包 ; 加 0 特 别 
也 做 一 阶 画 素 。 寺 于 一 阶 的 面 豆 碍 .mu 0 二 1 ys 满足 
下 剂 条 件 的 二 栈 面 过 人 加， 人 

(PF P= {st, »} \30)， dpi— rd dg, (3=#°) 

( 邹 在 s 一 ss 处 苞 灾 二 从 威 带 第 件 ? 叫 做 选 在 一 防 面 煤 粗 工 的 二 阶 
国 流 、 

下 面 研究 一 下 , 妆 空 中 的 变数 出 z 变 成 2 时 ， 求 使 二 阶 成 带 
荣 件 和 淋 二 的 二 上 阶 面 夷 的 变换 式 。 这 旦 应 该 加 上 条 和 件 

天 (31 ， 1 0 


识 名 二 六， 由 


1 


(一 这 Pdr ;QD -> Tt 
以 及 i30.3) 
Ur, = > aimidr, dd (Bp -> Sik 
向 从 
ft = 之 > po > Dts, 
得 到 


P = PO, 7 
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此 奸 关 为 
QD = > Bhd ,+ > Dud {Hr} = 之 dr 
sl 上 三 i= 
六 .30.81, 所 以 成 计 
Ps 一 人， Pu OiD,, 
Rd (30 . 44) 
T= TmoDy 二 2 PaO, 
ut 二 1 匡 一 
如 在 !30.4) 中 解 曙 2 7 ， 基 由 于 
wl 站 Good = Oj 
二 1 
i a 
上 一 二 rm- 1 
所 更 风 样 业 衣 担 到 与 230.4 形 关机 同 的 适 半 换 
PD, = 3 PO 
2 , , | (30.5) 
= 20 十 PA, 


2、， 拟 线性 方程 的 特征 条 件 ”项 在 拒 一 阶 氢 缕 性 微分 方程 人 
狐 这 变数 ?考虑 为 二 界面 素 审 12 my 7?} 2) 所 满足 的 万 程 


Th rs 


2 iy, ud DI rt ir, x PD) =0., (30.6) 、 
涡 人 在 2 至 闻 中 给 外 一 个 用 瑚 数 s 表 东 的 曲 男 Stm 一 ] 交流 形 ): 


2 一 人 tf8) 8 一 (91 1) 
区 在 3 下 葵 定 一 阶 面 漠 郁 作为 初 巡 机 
人 【30 .7) 
昵 人 诈 琉 达 在 这 家 妈 寓 _ 上 大 请 足 230.6) 的 二 阶 面 素 粗 (2，w2， 9 )， 
把 空间 的 变数 由 变 丰 史 , 由 (80.4) , (30.6) 就 成 为 


Ni, bra 


六 Cat 人 , Hu, p'1 =0, (30.8) 


rt. rol 


184 第 5 赤 一 般 二 阶 维 性 仿 竹 条 方 程 
nv 二 之 Wop P= OE, Wu), 
£ j= 
ff+ Say Paap. 
证 友人 是 2 的 息 祥 的 桓 数 ,省 请 足 
th , "a 2 1， 口 ) 一 NX 9 in) 1 名 呈 了 二 ， 机 92 ) 
莽 虽 
Di, "sy 由 
Dir "Us 2 ) 
加 训 由 (2 (或 其 遂 面 数 训 一 gy tv) 就 定义 了 Zz 与 2 之 间 和 的 变 
换 ,变换 后 ,总 就 可 用 下 列 瑟 程 水 去 示 
2 =— 1 4 Pi 9 In-=0, 
从 而 根据 一 阶 戌 带 条 件 , 能 够 得 到 


ry On ls), 


到 0， 


jo pl, ml | 30.9 
Fi Bp (8) . 、 3 b Tt ) ( ) 


这样 降 了 了 hmm 以 外 就 可 以 队 一 地 确 竺 出 一 贡 的 Ty 扯 如 果 io 着 
i300.7) 


mm OD son 0, (30. 10) 
那么 由 (30.8} 世 就 可 以 唯一 确定 74m， 
如 洒 活 车 "30. 站 
mm = Op,, in) erm = 0, co0. 11 


那么 根据 (30.8) 与 (30.9) ,存在 着 满足 大 程 (30.6) 厦 且 达 在 (80.7) 
士 有 时 二 阶 面 米 秋 的 充 要 条 件 是 , 对 于 初始 面 来 条 成 立 着 下 面 的 沪 
程 


入 一 工 二 一 于 +11—1 国 
2 和 nDn (3) 十 之 du 十 产 一 0， 【30.12) 
此 一 总 ,一 


这 了 时， 贞 于 - Fin :大 不 定 的 ， 所 有 以 对 S 的 征 个 点 ， 实际 存在 着 co" 个 
了 五 冰 的 一 阶 面 党 。 


8 30 拆 林 性 方程 的 特征 条 付 3 
于 访 我 示 为 =)1pf10 -0 时, 如 暴 对 SS 下 的 和 初 好 面 济 所 
(30.71, 
Qt, 旬 ) eu 下 四 区 时， 
那么 就 称 (80.7) 为 非特 征 的 。 相 凡 ,如 
QD ems = 0, 
那 冬 葵 叶 做 淮 特 征 的 如 (30 .六 为 准 等 征 ， 日 (30.12) 成 站 , 那 末 
这 样 的 (30. 站 里 做 一 幅 特 征 带 ， 委 据 它 的 定义 ,成 站 下 面 定理 ， 
定理 旨 .1 如 上 的 初 妨 功 素 租 (30. 站 为 非特 征 , 球 么 存在 
着 唯一 的 满 昌 (80.61) 并 法 在 .30.7 上 的 二 阶 面 素 级、 如 1830.7) 为 
淮 竺 征 ， 所 求 的 二 阶 面 素 胡 存 企 的 充 要 条 件 是 (30.7) 为 一 符 畦 征 
带 。 演 时 存在 着 无 劣 多 的 二 阶 面 素 满 足 所 求 的 条 件 。 


第 6 和 齐 椭圆 型 锅 微 分 方程 


本 章 主要 刘 解 二 阶 荆 疆 构 圆 型 全 微分 无 程 。 由 其 主 部 系数 拷 
得 的 二 次 型 是 正定 的 ; 即 oo-0 0 一般 以 t= 二 他 1， 
为 独立 变 数 。 前 章 的 许多 记号 在 此 仍 照 样 使 用 。 


831 边 俯 和 疹 题 


1，Dirichliet 问题 及 到 eumannm 问题 正和 宁 820 中 所 说 
的 , 对 暴 型 的 酉 国 型 瓦 程序 Lapiace 应 程 来 疝 , 始 逢 天 题 是 不 适 二 
的 ,而 过 值 许 题 是 适 切 的 。 故 对 椭 因 型 五 程 米 设 , 边 值 问题 上 比 始 值 
间 题 更 为 重要 。 事 实 上 : 在 物理 学 等 的 自然 续 求 下 所 产生 的 权 图 
于 方程 的 问题 , 常 是 边 伞 济 题 而 不 是 始 值 问题 。 

开 在 芳 虚 二 阶 自 件 杭 汪 型 万 各 


Llul= 30( Sarleom) ols utf). (31.1) 


识 证 为 澡 打 的 有 具 开 区 域 , 它 的 边界 广 是 光洁 曲面 ,以 后 如 不 特 
惠 申 有 明 , 意 训 #2 为 避 内 二 次 连 簿 可 微 的 加 数 ,而 在 BU 上 它 是 
一 次 连 粮 可 币 的 . 

如 末 在 二 .上 已 痊 定 画 数 92 ， 试 求 在 忆 内 痛 足 人 341.1T) ,而 在 
六 上 等 于 久 直 的 解 苹 即 在 六 上 2 一 这样 的 条 题 叫做 
Dirichlet 问题 。 另 外 求 在 召 内 满足 (3811 而 在 关上 戌 立 
4 一 的 人 TD 是 tt 的 伞 法 生 孚 数 ) 的 佣 的 问题 ,吓人 做 Nenmann 
同 题 。 肯 如 求 这 样 的 艇 4 它 在 了 的 一 部 人 录 二 满足 % 一 人 2) ， 但 
荐 在 呈 一 部 分 上 满足 Du 一 闻 :， 这 种 因 题 叫做 混合 疝 是 ， 

规 在 特别 六 虑 


#sT 边 什 闻 题 187 
全) Er 人 (31 .2) 
的 情形 。 对 这 种 情形 , 我 们 先 来 主队 Dirichlat 因 题 及 Neumnnn 
问题 解 的 唯一 性 。 如 果 对 同一 边 值 交 题 在 在 着 两 个 解 的 话 , 分 它 ” 
位 的 做 为 2， 出 
当 EBHN., L[v] =0, (81 .8) 
当 如 筷 大 了 时， 下 一 日 或 是 日光 一 心 
根据 公式 (26,]4) (只 要 把 e 换 成 一 0) ,就 有 


| {0 {wo, 9) tov}d"w-t|o Livie” = 一 | = Ov uad, 
HH 


于 是 由 (4.3 有 
| ee， vw) ow} aro=0, (81.4) 


由 于 iy, D1 直上 D0, ob 所 就 
Qiv, v) =0, cu 一人。 
出 第 一 式 , 就 知道 av=0, 印 9= 常 数 ， 因此 对 Diriehlet 问题 必 
有 2 三 0。 此 和 妈 对 Neumann 关 题 , 如 在 吾 内 存在 一 点 中 使 得 
cz 0, 滥 么 一 定 电 有 4==0; 和 如 加 calz) =0， 因 2 一 常数 ,天 昌 息 
个 常数 是 完全 性 意 的 ， 对 混合 问题 自然 也 有 +=0， 总 的 来 说 , 除 
了 污 ct2} 三 0 时, Neumann 问题 的 两 个 解 的 差 是 任 次 常数 杂 , 对 
于 其 全 的 情形 ,上 述 的 边 值 问题 都 存在 着 唯一 的 解 。 
渡 划 〖 对 于 Diricalet 问题 ; 即使 [wj] 不 是 自 伴 的 ) 或 车 不 成 亦 
ec 0 则 内 要 对 区 域 忆 的 大 小 与 [4] 的 柔 数 的 大 小 之 期 现 定 某 种 适当 关 
柔 ( 不 洋 式 1 仍 能 用 上 画 的 方法 证 明 解 的 唯 -- 体 、 生 明 从 略 。 
如 工 [#j] 十 自 伴 的 ,由 Green 公式 ,对 于 任 窟 的 wu 成立 着 
| {LEw] —uL ej}angy | ra 一 avnjas. 
特 缠 当 cs 三 0 时 ,可 座 v=1, 册 于 了 [由 一 0 及 Byv 一 0; 所 以 对 ! 纪 .1 的 解 成 
证 
| By udg = | J Dam, (81.,5) 
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闲 进 淄 c=0 时 ，Nenmann 问题 解 存 在 的 必要 茉 件 为 ， 在 了 上 科 诗 的 
Dy #4 二 91(T) 应 访 注 足 (3t.5) 。 


- .Dirichlet 原理 ”对 于 尾 间 的 二 数 ,0 从 
| 10, +ow}d"s= DI[w, v1, {31 .6) 
特别 当 %w 一 4 时 ,就 称 积分 了 (uw, 地 为 Diriehlet 积分 。 如果 在 B 
内 有 oa) 衬 0 的 话 , 立 麟 就 知道 
Dw, wl =0. 31 .7) 
所 岂 和 如果 DI, 如 =0, 出 在 ce=0 的 情形 , 必 有 4= 常 数 ; 如 在 上 B 
办 有 使 cfz 0 的 点 2 期 ws 
现在 设 w=tn (8@) 是 方程 (081.1 的 Dirichlet 卫 题 的 解 , 我 们 
来 钙 究 关于 和 wwlw) 有 相 届 边界 条 件 的 画 数 芭 的 积 代 
T [uw] = D2, 4 +2 | wfare. 81.81 
在 这 些 # 中, 当 4 一 wtz) 时 积分 具有 极 小 值 。 事 实 上 , 如 在 BB 内 
二 to 的 请， 由 于 了 Dfw 一 oy 世 一 t] 一 0 (在 荆 上 ww 一 tw 一 协 ,所 以 ， 
有 
已 [人 WW] — Df, tw0] = DE — ww, Ww— to T+20 [a ow, th] : 
Dui Wol, 
这 样 就 得 到 


7 [ul — feo] ~ Dra, 同一 六 [us tol 42 | (u— to) fa"g 
>2{ Dfw— uo, uo] +| (u—u)fa"s}, (31.9; 
再 由 大 式 (31. 介 及 (26.11) 有 


D[u— vo, wo] 一 | Ce) Elo]arst [Cu—u) By wa 


-一 | ,ufoz, 


834 过 入 问 是 159 


所 以 根据 481 .9 就 入 到 了 
了 Le] 2 [Luo]. 
相 芭 ,如 果 24 一 at 是 不 了 .上 等 于 已 辐 值 , 并且 使 J 了 Hu] 取 稻 小 
呈 在 如 内 二 诡 , 在 BUT 上 一 次 速 各 可 币 ) 的 责 数 ,有 则 4 一 za 是 记 
程 .31 .1 的 解 。 事 实 上 ,全 + 一 如 一 加 ， 由 于 


[四 一 了 [ao] = DE, 0] +-2D [aw, wo] +2)| wfarg, 
所 以 对 于 上 8 的 尾音 试 棒 出 数 w, 必 有 
Dil, w] 十 2DFao tj +2 | pd "p20, (31.10) 
取 Aw0 代替 入 以 是 常数 ) , 则 有 
ADFw, wl +2N {Dfw, wl] 十 | ram 人 0， 
当天 限 小 时 ， 关 为 第 一 项 是 二 级 的 无 穷 小 , 所 以 一 定 成 立 如 下 
的 天 当 陈 
万 Fe ， wo] +| oj dom0 (81.11) 
现在 由 于 
Daw, tol 一 | 名 人， owtot dg = — | wT Eu] dg, 
所 以 根据 (31.,11) ; 对 性 意 的 试 腑 六 煌 刀 ,必然 成 在 
: { wtLtu) ~—f}a*» =0. 
于 是 二 根 据 变 分 学 共 本 引 理 ;就 有 
Lvl—f=0. 
概括 .上面 所 作 的 讨 前 ，Riemann 和合 对 工 兰 才情 形 的 Dirichlet 
问题 作 过 这 笠 的 断 兰 : 因为 Dirichlet 问题 的 解 就 是 保留 动 界 菜 件 
井 且 使 得 J/ [ww] 碟 为 概 小 的 夯 数 2 所 以 可 以 保证 这 种 画 数 必定 
往 在 。 这 个 断言 叫做 Dirichlet 原理 。 民 是 现在 还 有 下 画 丙 个 
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闻 题 : 

在 已 答 定 的 边界 条 件 下 ， 

(i) 对 J/[w] 是 耕 存 在 着 使 宪 取 要 小 值 的 画 数 ? 

(ii) 僵 J[Wj 为 模 小 秆 的 逆 数 是 否 二 次 连 炉 可 微 ? (因为 J [oj 
中 只 舍 有 2 的 一 阶 导 数 抽 不 合 背 芯 的 二 阶 导 数 。， 

对 于 Riemann 由 站 瘟 所 得 到 的 册 癌 ，W eierstrass 从 理论 的 
观点 全 加 以 批 御 ,并 举 出 了 灰分 学 中 不 存在 极 小 值 的 例题 ,以 非 难 
Riemann 的 诅 上 成 。 这 样 就 使 得 从 站 驶 方面 看 来 是 正确 的 Riemann 
方 污 ,从 数学 方 桓 来 看 ,不 能 符合 严密 的 要 求 。 后 来 Hiibert 重新 
如 [完了 了 这 种 诺 法 ,并 生成 芭 地 汽 它 建立 了 严密 的 理 蕉 基础 . 这 方法 
以 后 还 炎 过 Weyl, Oourant 等 人 的 研究 。 近来 , Friedrichs 等 人 甬 指 
出 ;对 于 一 般 高 阶 的 凤 轿 型 专程 ， 如 把 西数 及 表示 在 Hilbert 空间 
内 ， 对 于 方程 的 广义 解 ，(i) 几乎 是 不 让 肯 骨 的 事情 ;紫外 ,由 于 对 
】 交角 的 正则 性 建立 了 一 般 的 话 明 睹 法 ,从 而 能 证 明和 妇 ld) 也 抱 立 。 

注 间 2% 如 存在 洲 使 7 了] 取 寝 小 他 的 wn (6 一 次 连 糖 可 微 ) ; 那儿 容易 
理解 ， to 此 :是 人 1 的 六 义 解 。 某 实 .小 对 于 0 及 行 党 的 试 摇 贺 笋 记 ， 公 式 
31. 以 成 了。 于 是 棋 据 公式 {236.1 了) 青 

DL, ue] = —) wLLwlans, 


由 于 了 二 二 ， 六 以 
pe 


| wm L™ [iw] Am z=| wfans. 
lw 是 态 证 4 人 .二 时 三角 5 和 解 ; 。 
如 [x] 不 是 册 伴 的 ， 那么 就 不 成 走 Dirichlet 原 殖 。 但 是 壤 近 有 了 关 
于 Tibert 闲 间 渤 加 坊 现 定 划 (Ricaz 定理 ) 的 灰 形 定理 ,前 ax-Mileram 定 
理 , 忆 和 它 为 打 硝 可 坟 慎 月 一 般 补 图 型 方程 广义 解 的 存在 定理 。 Riesz 表现 定理 
三 Dirishlet 原理 是 问 汪 型 的 , 它 东 于 Hilhert 全 量 正 射 影 仔 在 ”的 事实 。 但 
玫 由 于 它 腕 离 了 极 值 存在 的 形式 ， 而 用 泛 栈 才 现 的 形式 出 再， 所 以 成 了 解决 
了 半 题 的 里 正月 力 工具 (参看 本 从 书 :证 画 分 析 ) 。 对 于 这 种 近代 理 散 ， H. Weyl 
受 小 守 苑 瘟 是 这 方面 工作 的 先 锚 者 。 
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3. Dirichlet 间 题 能 的 唯一 性 ”加工 fxi 不 是 自 件 的 、 村上 HH 

0 不- 一定 “0, 旭 愉 好 使 Dirichlot 间 题 叭 一 往 万 在 的 充分 条 入 ,可 

坷 上 从 一 神 柚 和 他 不 : 尘 政 待 到 ， 根 撕 这 种 方法 ,只要 假定 解 在 羡 办 二 

次 过 和 绪 可 徽 , 夺 在 呈 U 上 过 纺 ,就 能 保 许 解 的 瞧 一 枉 、 王 外 对 B 
的 边 迪 7 得 不 表 要 假 赤 它 的 光 请 性 ， 起 

Lr] 一 之 au + bd,uTelr)d, (31.12) : 


其 成立 下 面 的 定理 . 
定理 红 .1 如 存在 着 这 样 的 亢 数 ofoz) 攻 在 BU 本 上 连 积 ， 
斑 卫 内 一 欧 束 结 可 微 , 才 由 还 满足 下 列 条 件 
te BU EF, wiz}™0; 在 吾 肉 ,天 [ol-.0。 (31.183) 
那么 对 于 吾 的 Dirichlei 央 题 的 解 就 只 可 能 有 一 个 . 
证 ” 误 在 愉 要 证 明 对 于 841.342 的 解 w 和 如果 在 上 w=0， 
那么 已 廿 #0 序 可 。 我 们 首先 证 明 在 卫 中 ,必然 威 江 


4 出) 二 自 。 {31.14) 
识 义 ! 访 数 ' 是 相当 大 的 正 数 , 旺 然 就 有 
MOB ue) (gE BUIVN, | (81.15) 


如 本 :3L.1 和 4) 不 万 证 ?那么 对 一 厂 满 足 :31.15) 的 大 一 定 存 在 
着 下 限 各, 并且 加 0. 分 
2 一 和 of ue), 


路牌 如 内 存在 着 这 样 的 点 ’, 使 得 


wr 0 VirEB), we =0 {831,18) 
(在 六 上 0)， 于 是 久 在 42= 避 好 有 有 棋 小 值 ,所 以 必 有 
aptao =0 GH=1, ,my (8] .17) 


又 由 {81.13) 及 (31,13) 有 有 
Liw| =rho Lied 一 Lrj.0, 
由 这 个 式 子 及 (31.16) ，(31.17) , 就 得 到 


[2 妆 单 痊 办 轩 本 二 仙 苍 开 儿 
L [rel We =( Sage a ww ) op) ， 加 ， 【31 ， 18) 
9 了 一 卫 
型 在 利用 线性 变换 
ma (81.19) 
1 | 
把 括 革 本数 了 工 变 五 了 和香 到 


Fd hI dtr 用 


" 2 
,1 二 1 所 .了 去 二 


其 中 


t 
,+ 二 


国 而 适当 地 选择 变换 :31.19) 后, 承 可 以 伍 
ur (2 1 一 站 


国 方 纪 全 2 一 2 处 为 模 朱 ,所 以 虚 看 


rb, rr a 
( i, 全 ww) ' 人 1 == ( > O80 ) [30 人 
是 - 


站 5 


这 个 精 果 与 ‘(31.18) 池 上 盾 , 所 以 (31.14, 非 成 开 不 呈 。 
此 外 -如果 兰 谍 以 一 代 杰 ww, 还 能 够 薄 明 w 关 0， 所 以 必 有 
三 0， 证 举 
到 ew 可 二 wi) 二 I | 
toml| =， 
于 是 根据 定 芥 红 .1, 就 知道 Pirichlat 问题 的 和 解 必 基 惟一 的 ， 如 
c0, 和 由 于 &4 0 擅 以 存在 着 满 是 下 刘 杀 件 的 常数 a 及 户 ， 
“ io, b, -RB, 
证 加 是 召 内 的 尾 一 .点 ,全 
人 [人 一 工 一 Sm (a0 x 0 
当 8 相当 小 时 ,因为 在 也 上 atle 0 所 以 
Lewl=— Eta OA i oe 


9 em 
一 


3 过 入 疝 题 i149 
内 此 ,加 果 确 定 x，, 使 得 ax 守 忆 ( 与 8 无 美 ) ;1 如 有 工 [@] 二 0。 于 是 
着 题 的 解 岂 必 呈 唯一 的 
此 努 , 邹 使 cc 的 符 导 可 变 , 但 


diain iB) = dd, Si mi 0 0, 
0 A (31.20) 


VD: 8B, Max {ciz), 0} yy 
出 可 联 
ol BD) 
由 于 在 BUT 上 E 上 wir 0, Bri 
Llwl = —2 3 a2 Sbi(g— 2) 一 oo 


2at2 di ya 
如 盯 适 当地 选择 及, 英吉 会 相当 小 ,使得 
2 Bd-F yd <: Dx, (81.21) 
旭 六 FE 一 0 从 而 根 插 定理 红 .1 就 知道 这 样 的 Dirichlet 阳 是 世 
A 号 夏 有 唯一 的 解 。 
定理 31.2 如 ctr 二 0, 央 Dirichlet 问题 的 解 是 办 一 汐 。 
此 外 如 果 区 域 8 相当 的 水 [ 即 由 (31.20) 所 车 定 的 数 a,8,7y,a, 江 
足 条 件 (81.21}) 时 ] ， Dirichlst 问题 的 解 仍 然 是 唯一 的 。 
注 替 3 条 件 人 1.31) 在 一 年 者 立 下 可 订 走 为 是 最 好 的 子 ， 闻 如 时 和 茶 伞 
不 成 江 准 话 ; 那 苹 Diliclet 问题 的 解 就 不 一 定 是 唯一 的 , 艾 如 
1 人 Sn (人 尾 守 常数 ) 
为 方程 
Hg yy 
的 解 。 如 取 请 为 区 域 0<=z<z 0 <<# 志 7 剧 在 请 鸭 边 办 了 T -而 是 一 从 科 解 
就 不 是 唯一 的 , 
人 在 8 中 所 说 的 Hnar 不 等 式 -以 芭 定 理 31.1 中 所 夫 的 微分 不 等 式 , 对 
十 茶 些 情形 ,的 确 是 解决 问题 的 有 兹 工具 。 但 是 , 作 汶 瑰 代 仿 微 分 方程 理 认 基 


Ee 第 音 半 ” 稍 图 型 仿 僻 如 方 释 
到 的 逊 是 那些 由 Dniehlet 积分 隐语 必 向 得 到 的 各 种 甘于 积分 网 未 等 式 ， 


§32 Laplace 方程 术 Poisson 方程 


TI， 工 aplace 方程 的 基本 解 ”市 熙 上 略为 介 六 一 些 关 于 若 简 
单 的 坑 图 草 侯 徽 分 丽 程 , 印 Laplaco 胡 程 与 hoisson 上 方程 的 性 导 。 
”我 们 先 来 研究 aplace 方程 


J 0 (82.1) 
和 -一 下 4 


二 个 万 程 的 解 一 般 呈 做 调和 函数 也 咱 势 男 数 ， 更 企 如 果 在 (ireon 
积分 公式 中 了 到 工 ( 二 上 一 J; 一 1 有 出 于 dv 二 Jv 一 0, 而 余 法 如 
二 曲面 湛 如 完全 一 和 致 ， 所 以 对 于 在 UT Lf 为 区 域 BB 的 边界 1 上 
一 次 连 入 可 微 , 而 在 了 内 调和 的 三 激 一 定 成 立 

| 8,ud8 ~0 (8 是 纪 的 法 名 导数 )、 (892.9) 

现在 我 们 盏 考 虚 调和 了 丙 数 刀 以 上 8 

内 一 成 入 为 奇 旦 点 的 情形 。 以 各 为 
中 心 , 相 当 小 的 8 为 生 径 , 作 一 个 球面 
访 ,， 提 把 如 内 除去 SS, 的 内 部 所 成 的 
区 域 时 和 伏 Bt{ 兄 图 2.1)， 天 入， 


图 32.1 [332.2) 对 于 如, 也 适用 。.B; 的 边界 为 
1 与 Bes 由 于 Si 的 内 部 专 在 算 为 B, 的 外 部 ,所 以 有 
| 0S 一 | auuas. (32.3) 


这 个 积分 值 与 = 无 关 ( 只 要 态 。 莫 在 PP 风 部 本 )， 
这 由 如 内 十 压 22 浏 尾 一 点 zw 的 距离 为 


/Sr oa (32 .4 
t==1 


现在 求 形式 如 = 中 7) 的 调和 责 数 , 注 写 关系 式 Br 二 (gi 一 gp9) /7， 


# 9 Taplace 方程 和 Poisson 方程 14 
对 如 二 次 微分 后 ,就 有 
4 一 中 十 0. 
这 个 再 程 可 以 看 作风 tr ) 的 党 微分 方程 ,从 而 得 到 
, | clog7to 一 全 
Pr 十 CE 时 ) ， 
强 子 积分 常数 w， 可 以 根据 条 件 


| axas=-1i (82.5) 
来 记 定 。 央 为 对 于 球 廿 ,有 Bw=() 所 以 
-全 2 下 1 9 一世 有 肯 于。 
oo 


这 里 ww 表示 了 oa 订单 位 球 的 面 积 , 部 om 一 2 2。 对 于 
这 样 的 由 7 ， 再 加 工 任 意 一 个 在 吾 个 到 域 正 则 的 前 和 评 数 ww， 
go) (tw? 作为 参数 ;后 ,就 得 薪 
二 lop we, 2 ) (353 一 上 分 ) ， 
二 ] (32.6) 
Tn Pt 
它 电 做 Taplace 方程 以 om 为 奇异 点 的 基本 解 ,也 叫 微 初等 解 , 它 是 
万 程 432. 卫 的 解 , 圭 有 对 于 将 异 点 刀 请 足 条 化 132.51 . 
2，EOiason 方程 《32.1) 有 有 边 为 包 知 两 数 Fo 的 所 程 
dau= fw) (82.7) 
叫做 Foisson 方程 。 利用 Laplace 方程 的 基本 解 能 竺 到 这 种 方程 
的 解 。 为 此 对 区 域 妈 , 应 用 Green 各 过 :显然 是 适用 的 )。 由 于 
也 (一 了 一 了 所 以 对 任意 图 数 # 及 基本 解 多 2) ， 


人 .5 sudro = ( | 一 人 ) {DOr —udsB} aS. (32.8) 


中 


[和 第 58 章 棋 轩 型 衣 准 从 万 入 
首先 护 们 来 证 明 , 妆 -x0 时 . 
dy0， | _ ud.Bas >—uian), (82.9) 
先 选 定 这 和 样 的 常数 上 ,x, 使 得 让 3= 开 的 令 域 内 ，aw! 志 J 凡 ， 
xr 日 于 在 A 上 上 有 == 8 -dw {ds 单位 球面 面 开 )， 
Bi 
| PO US | on。 
于 是 (82.9) 中 的 第 一 式 成 立 ,。 再 因为 当 w= 呈 时 :32.5) 扬 疗 ， 
Bi 
| HD = 十 | 
现在 选 定 常数 上，*， 使得 在 sw 一 ?的 邻 域内 度 立 荐 |w 一 ww)| 
ss 人 1, 吾 | SAFE 5 和 这样 就 有 
z | {a — utp) } 0, BUS ' < we, 
于 是 032.9) 申 的 第 二 式 也 契 将 ， 
最 后 ,在 (33.8) 式 ,会 se-0 取 共和 极限 ,就 独到 从 式 
wo = | Edudro+ | gen 一 ugjas、 (82.10， 
对 于 Laplaco 太 程 的 基本 解 划 (za 如 果 当 zx 在 也 上 时 , 宅 斑 
足 旦 他, 2) 一 0 未 就 特别 称 陛 汇 区 城 吾 的 Green 阔 数 , 拓 记 作 
昌 ( 人 2 0 一 他 他 2) 租 反 ,如 果 好 人 ,20 是 关于 区 城 旦 的 Green 
羡 数 , 闭 么 对 {82.7) 的 任 一 解 &, 根据 (32.10;) 可 以 写成 
WE) = | eee， 多 站) 全 > 一 | 26 (ODS 
(82, 11) 
因此 , 知道 了 Green 男 数 后 如果 Poisson 故 程 的 Dirichlet 
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疝 题 的 解 邦 在 的 话 , 亲 么 还 个 解 在 zw? 处 的 个 就 可 以 粮 据 公式 
(839,10 来 求 。 得 是 这 样 还 留 下 一 个 若 题 , 序 对 于 任 合 的 (2) ,以 
及 任 全 给 定 的 在 上 的 值 , '32.11) 是 否 是 Dirichiet 问题 的 


解 更 ? 
下 商 我 傅 话 明 ; 如 果 革 本 解 中 的 wz, 2 一 0, 印 当 
Di = (32, 12) 
时 ,对 性 音 逢 是 的 丙 数 了 (2)， 
Wp) A {82.18) 
确 是 妇 2.7) 的 一 个 解 、 


殿 2 是 8B 内 任意 一 点 。 适 当地 选择 6>0, 就 可 以 使 得 范 转 
一 有 | 一 2 完全 落 在 如 的 内 部 .再 裔 oo 是 这 样 二 或 过 炉 可 
微 的 西数 , 当 2 一 2 志 间 且 pi ==1, 当 Zz 一 上/ 计 268 时, p18) 
一 0. 分 

PUD FE) = foly), Fr) — folx) 一 浪人， 


央 当 
有， 一 D、 
2 一 2 二 人 了 肘 ， flr) 一 0， 
竺 且 
下 (一 六 fy 十 万 他 ) (82.14) 
现在 合 。 


a (2 = -| $e ~e) folp yd (a=0,1), (382,15) 
出 于 当 于 由 上 采 ， 中 (一切 ) 是 导 和 而 数 ,所 已 
ti tT) 一 -| pp TN 
Dn, 一 aa; -> 


在 上 2 一 名 1<8 内 ,必定 满 是 证 得 
dn ig) 一 0 (82. 16) 


jdR - 第 6 章 梢 癌 型 请 的 分 方程 
再 玫 于 当 .一 守 26 时 foiw1 一 0, 有 所 凡 可 假 表 在 B 的 计 部 仍 
有 ol2) 二 0,; 曾 抬 积 从 区域 考虑 为 此 个 的 罕 间 。 这 时 我 们 可 省 略 
积分 区 绒 的 记 苇 ,而 有 
Wo (1 一 一 | 人 一 oa tr dT 一 -|¢ (0002 red ars. 
于 是 ,如 昌 闻 ' 二 次 巡 粮 可 述 ; 基 有 
dnl®) = — | piv dfolwio) dy 


ee 


Di 一 了 fr dr. 32,17) 


二 


如 在 公式 '32.140' 中 到 六 1， 期 因为 是 一 下, 而 在 疡 上 有 六 
=0,fo=0, 所 册 有 


folt) = —|$t2 —o) dfolv dry, 


寺 此 由 .32.417) 竹 到 
dd wo = folt)., 

从 流 个 公式 ,以 反 132.14), (82.15), {32.16), 就 可 以 证 明 
当 | 一 2 一 时 ;成立 


v= f(r)., 
因为 2 是 吾 内 性 意 一 点 ;所 有 以 '32.18) 是 (33.7} 的 解 、 


注 蕊 在 在 (8.10) 及 (32.1J) 由 假 册 了 入 以 及 好 对 于 变数 zy 在 区 域 
PUT 上 天 和 烤 可 微 。 又 在 .1: 面 证 有 明 (32.13) 注 足 证 程 (32.7) 的 过 程 由 ,和 便 假 
斥 了 (+) 全 获 速 绥 可 微 。 介 事实 上 ， 只 要 假设 /to) 一 其 束 稿 可 微 ， 或 者 满 是 
帆 误 的 和 5lder 某 件 

fiw) fn) Ex rl Ocoeeli (32.19) 
斌 驶 了 。 讽 避 二 3 ( 当 久 = 入 时 证 入 一 样 ) ， 为 了 瑟 明 这 个 队 断 , 代 将 dr) 
{二 | 区 一 2 我 们 稍 并 下 夯 的 图 歼 : 


1 
和 ， 
CHL on, 和 (全 5 时) ， 
Dat) = ] 3 
n 类 让 
zi mh 一 号 一 六 tr 到 证 时) 。 
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下 是 一 次 建 煤 可 徽 的 画 数 ， 至 于 它 的 二 阶 导 数 ; 在 了 一 5 处 各 不 沁 粮 , 但 是 有 
异 (r 守 5 时, 加 二 $C7))， 印 有 有 


O07 < 时 as 一 一 一 3。 
所 以 合 
wat —— | tot) Ce dn 
后 则 和 有 


BH (0) = -| B07) fn dra, 
BH Ha rT) = C— | Oo bar rN 
上 


轴 于 | 而 1 7 9 常数 所 凡 可 以 理解 ， 雪 于 0 时 ， 
wal 本 Bit 都 是 一 致 以 部 的 ， 苹 区 ， 由 二 


HU — (| |, a) er 


et 
_ TY TT a 过， v ， ， 
=- 本 | sf AA ey +| TIT 


也 11 一 
所 以 当世 >0 时 ， 右边 的 第 一 个 积分 一 狼 收 争 于 m1 和 并 (Y)。 叉 从 (32.13) 与 
| 中 | -a 稼 六 :J 于 不 时 


| 党 故人 一 
各 人 
其 得 
| AT) FT 

- 人 人 (一 una lw bo, 

所 以 党 30 半 BE ta 十 一 护 收 散 的 ,得 丰 二 -- 交 记 急 可 微 ,; 因 此 有 
三 | - 加 

4) 一 元 Ferm) Lim | Sed z', 

另 一 者 面 ;/ 半 7 帮 人 时，. 垢 一 于 是 以 上 式 可 得 到 4 一 六 zy 。 
3. Poisson 积分 ” 当 仁 意 冶 定 了 六 2) 时 ,利用 (32.18) 就 可 

求 得 Poisson -万 程 4382. 门 的 一 个 解 。 这 恕 是 证 ,只 旨 刊 到 Laplace 
方程 对 性 意 边 给 和 值 的 Diriehlet 问题 的 解 ， 就 能 得 到 Poisson 方程 


让 菠 芋 齐 ” 椭 图 济 盘 微 下 汶 程 


相应 问题 的 解 。 对 于 区 城 是 一 般 的 情形 ,天 是 姬 不 简章 。 但 是 如 果 
召 基 殊 体 , 旭 用 Poisson 积分 就 能 得 到 解 。 我 们 在 820 中 已 轻 计 过 
mn 二 2 的 情形 .现在 来 裔 明 mm 二 3 的 情形 。 

设 2 是 单 售 球 ,27 <1] 册 的 一 个 点 ,2 对 单位 球面 的 后 提 点 
研一 下 数 的 
调和 图 数 ,由 于 xz” 1, 所 必 击 数 
{T= Tp yi {0 a! 

一 人 2 {32.19) 
在 .2 下 1 是 Laplace 帮 程 的 基本 和解 .从 


> TR =, 
4 一 | 
其 (32,19); 可 以 写 砍 下 面 的 形状 


2 a : 
— (I a 2d Dg) 
让 此 可 见 , 当 w= 了 时. Gtg, 2 0, 下 Ge, oo) 就 是 关于 单位 
球 12 二 的 tireen 硬 数 。 其 葡 , 容 易 永 明 
全 一 人 [82.20) 
如 末 分 :2 一 站 加 一 了 Begw=rpcog 昌 ,期 有 


{ 人 020)3 


2 — Hht 


一 三 
Cm— yi Ottp 十 和 一 270009 a > 


On Ll1™ 
— 1+rp— rpo0g) , 
tl 
wm {2ren":" 
假 珊 所 求 的 解 % 存在 的 话 , 把 2? 与 成 一 般 的 m, 并 在 单位 球面 
:| 一 1 上 苔 定 了 %=g(5)， 则 根据 (82.11) 就 能 得 到 下 型 的 


Poisson 积分 秋江 


dP beh hh PAE ch 
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-|, i 2 4 yu 人 (32.21) 
一 | 省 | COs 0=E pi 外)., 

反 过 来 , 当 任 意 舱 定 了 溃 往 琴 数 9i) 时 ,我 个 现在 来 证 明 ， 
(32.21) 表示 一 个 调 种 南 数 % ,大 在 总 上 有 8& 一 gt . 根据 (32.20)， 
阔 2 关上 村， 好 性 0) 关于 2 是 狂 和 的 。 于 是 DG 人 2 当 帮 :一 寺 ， 
而 ,2' < 时 也 是 z 的 调和 西数 。 因 为 (2.21) 实际 上 就 是 公式 


ue) =| 8.G4 gdS(6) 


的 详 示 的 号 法 ,所 以 29) 当 ,2 时 是 wz 的 天 和 丙 数 。 旦 外, 还 
可 以 象 和 20 下 的 捕 形 一 样 ,证 明 当 22 时 4 一 9 9)， 

于 是 对 于 区 域 是 球 的 情形 ,已 证 明了 Poisson 方程 的 Dirichlet 
站 题解 的 唯一 性 (因为 调和 西数 远 过 相 亿 变换 仍然 变 成 再 和 画 
数 )。 

则 从 ,在 432.21) 下 如 县 7 一 0， 风 有 


(0) 一 二 rasv6)， (32.29】 


序 : 性 和 画 数 和 在 球 中 必 处 的 值 是 它 在 球 表 面 上 的 健 的 平均 值 。 


注 全 2 污 斩 =2 时 ;已 村 知道 Laplaee 方 竺 对 于 图 的 DiiriehJet 间 题 足 
可 父 的 。 人 是 对 于 平面 二 由 简单 角 烛 亲子 所 旧 成 的 区 域 ??; 恒 可 用 等 角 玻 得 
联 在 关 位 商 .T( 肽 稍为 1-1 对 永基 且 直 到 边界 连结 ) , 所 以 也 就 能 解决 关于 区 
域 吾 的 Diriehlet 问题 。 人 是 当 oz>8 时 , 一 般 不 能 用 等 角 映 策 使 球 与 一 般 
的 区 域 相 对 应 ， 所 以 贺 要 用 别 的 态 法 来 讨论 。 另 外 , 居 和 国 数 还 具有 种 种 特 
殊 的 性 厦 ; 峡 各 的 时 论 此 处 从 路 ( 套 冰 井 上 正 雄 : 势 辆 数 其 ) 。 


Ye) = 


8 33 二 阶 桶 图 型 方程 的 基本 和 解 


所 
工 ， 基 本 解 ” 本 节 的 目的 ,是 把 前 节 中 所 定义 的 基本 解 扩 胀 到 
一 般 的 二 阶 权 办 型 专程 的 情形 。 坑 


152 第 上 帝 稍 回 异 秀 签 牙 方程 
-AN1 A ( > dr l 6 (Tonos)r, (383.1) 
i—1 :=1 7 
这 里 eg Boe 都 是 ?的 一 次 回炉 可 微 厦 数 。 
对 于 任意 烙 定 的 一 次 违 稿 可 微 丙 数 大 go ,加 果 
?2 一 一 | F yy, (33. 2) 
jC 一 (os | dn ) 
是 方程 Lu] =f 2) (33 .8) 
的 解 , 堵 么 就 你 三 弛 轨 为 工 [ 四 = 的 基本 解 ,也 内 初 等 解 。 
引 最 共 是 方程 433.3) 的 解 , 于 委 基地 是 万 程 的 广 祥 解 , 所 以 对 
于 区 域 的 任意 试验 丽 数 加 必然 站 祝 
Wi [larz =| fetus, (38 .小 


型 在 根据 :138.2), 有 
| [awl ed sw =—= -| 并 Ry Wy) Fi yh [wl] tw 
: : = | re DE Eel (od olf (ay. 
于 基 从 (33,41 有 
-J ay =| wy ay. 
因 交 册 数 了 了 (2) 是 任意 的 ,所以 对 于 BB 的 性 省 试验 了 现 数 zw 成 羡 
-| Ve, yy x 0] (op) dep ya), (83.5) 
及 过 来 ,对 于 用 (83.2; 记 定义 的 和 肌 (88.5) 就 衣 证 有 明 '38 ,4 
必然 戌 立 。 这 也 就 是 说 1 是 (33.8) 的 广义 解 ( 郧 注意 2)。 
吏 在 更 内 体 地 汪 讨 昔 一 下 呈 有 下 列 性 质 的 三 Cr， 的: 
(ii 总 Viw, y) OT Dy Y), Or V(r, 2) 对 了 yy EBiB J 1 刘 
二 ) ) 当 2 时 ,部 是 2+,y 的 连 粮 出 数 (B, 是 对 vw 所 作 的 徽 分 )。 


#3 一 阶 精 血型 方 各 的 基本 钙 1 


(i) LEF (ss gg 一 0 re¥W). (383.6) 
工 , 圾 未 关于 二 的 微分 算 子 。 
Gi 妆 S(o 的 天 以 点 3 为 中 心 ，# 为 牛 径 的 球面 , 并 有 
lim | afo MAS (mY = —1, (88.7) 
# 一 科 是 中 的 


iv eV (tr, y= OF zy f=, mm), (39.8) 
理 在 洲 证 果 , 对 于 请 中 [型 荣 件 的 后 引 ，!'33. 想 成 和 耻 
(2 为 生意 的 试验 两 数 '， 首 沈 由 '33.3) 窑 电 地 有 
一 全 (83.9) 
克 [ 虹 会 吕 中 际 去 广内 于 的 区 域 为 8,, 对 这 个 区 城 他 一 下， 
y) ,2 一 Ww 如) ,并 使 用 (iresn 公式 (26.10) , 册 于 在 上 E 有 如 一 Eve 
一 从， 所 以 由 i33. 介 有 


| i Fav]d ip 
Es 
= -| {Fyw+ Bw) — weasir), (38.10) 
在 的 分 域内 By 名 十 局 史 有 和 界 。 玫 答 , 根 据 (38.8), 由 于 对 
LED, iy), 
日 了 一 全 18 有 的 面 税 一 已 (8 ， (33.11} 
所 芒 当 2 一 0 时 ,有 
| 。 了， (av 十 Boom 人 ->0， (33 .12) 
玉 由 (83.1]1) 其 各 人 1 的 连 炉 性 ,有 
| ， {tp yo {re YAS re ->0, (388.183) 
a 
和 横 据 i133. 太 (33.13); 可 知 
| ,wasV sts) >—w 0, (83.14) 


最 请 由 (33.10) (88.12; (88.14), 就 得 到 {833.5)。 
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对 于 注 是 (让 Gi) (ii) (im 的 人 (tw) 多 ， 如果 根据 (83.2) 
所 得 到 的 wtz) 是 二 次 迷 炽 可 微 的 疾 , 那 么 六 (2, 就 是 上 tw] 的 
( 惩 正 ) 共 椒 解 。 以 后 我 们 规定 , 把 具有 性 慎 (， (ii) , ciii) ，(iv) 
的 图 雪 太 ;时 做 工 [x] 一 0 的 基本 拥 。 
在 832 中 已 风 熔 出 了 Laplace 厂 程 的 基本 艇 。 现 在 普 讲 常 条 
数 沪 程 ( 仅 共 主 部 ) 


Lie = Tas u=0 . (88.15) 
的 情形 。 - 
六 系数 记 碾 征 障 ke 的 逆 卫 是 【ee 1， 于 是 有 
fa "1— Ca) 3 det fo) 一 区， 。 ( 38 .16) 
4 
Tip, oy) -VY Any (wi— Yi) ， 
状 分 
og fr 人 (一 及， 
DTN ”区 | 


天 (ay yf) = | . (83.17) 
---- 一 -- 一 一 一 -一 - 到 一 Fi 
Cm 2) nv | TY) (m8) , 


那么 就 能 够 证 明 广 (2, y) 是 (33.15) 的 基本 解 。 事实 上 ， 利用 独 
立 变 数 图 的 一 次 变 换 w' 一 Tz (TT 是 常 系数 的 夭 隧 ), 就 能 驶 把 
(33.1 变 成 态 程 dw 一 0 的 基本 解 132.6) 。 证 明 刘 :K: 

当 独 本 变数 由 z 变 戌 #’ 一 TPs 时 ,和 如 最 


Frl, + 9 Rly tl 

1 2 

之 ) Fr Oi = > i Oi HY , 
,1 三 ] 人 J=*1 


由 于 
(or) = {tn 42 {2* 是 全 的 转借 和 拓 了 绰 ) 3 
所 以 分 一 2 后 ,就 有 


§ 8 二 阶 椭 洛 型 方程 的 基 术 解 T55 
(py A ra) Ty) 
一 gp—)* a) w= A sO—Y). 
外 
> 4 (2 一 和 ; 【2 一 gf ) = 4s (一 9 {F;— Dy) . 

页 ? 对 于 变换 有 是 不 变 的 ,部 了 tp 败 一 2 )。 现 在 特别 取 革 
为 这 样 的 矩阵 , 它 司 得 

GD = = (0), 
帅 于 1= det {615) = det (TT)?det (ey), 所 以 

det (TY =1:~ /|eai, 

因 些 ,如果 玉 {z, 匀 ;P(y) 是 任 写 的 泵 数 , 且 藉 过 恋 换 z= 了 Tz， 
多 = 了 TY 后 ,下 关 的 关 柔 式 应 立成 这 


(Wi, y) 9 (Yay 
3 本 


gny. (33.18) 


AN iG 
青 因 [加 一 4 所 以 由 33.18) 及 82.6)， 就 能 说 明 (33.17) 是 
碳 程 433 .45) 的 基本 拥 。 

注 1 关于 (33. 久 中 的 玉 (z) 人 ， 我 们 率 少 需要 下 列 眉 如 条 件 ， 朗 当 
24 引 所 五 : 而 zc 时: 它 是 (zy 殷 的 连 粮 西数 ,于 且 满足 条 性 


| Fe Vy) |dy < co 上 y) dro0, 


-| 下 (3 


iT ) | ara Do 


如 果 对 图 数 玉 (Zz) 级 } 加 及 (33., 册 成 证 ; 那 公 上面 的 牺 件 必然 会 成 立 。 
注 茵 2 如 把 F(x 级 看 成 是 美 于 变数 2 的 广义 图 数 广 (yj, 那么 对 关乎 
B 的 任意 试验 函数 x， 就 有 关 和 柔 式 
. TV p(w) = Fen (Lu). 
用 广 半 加 数 前 中 的 夫 了 东方 法 人 33. 外 可 以 写成 下 面 的 形状 
LT 一 0) 《Dirac 算 了 )， 
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这 个 十 穆 就 是 技 广 义 函 数 诊所 作 的 走 本 解 的 定义 。 

习题 ”者 明 如 他 及 匀 iY) 成立; 则 itz) 坊 作 为 [w=0 的 基本 解 ( 根 据 
最 寞 欧 中 闪 ) 辣 必要 泽 件 是 和 要 站 1 威 让 。 

2， 报 基本 解 (parametrix) :关于 形状 如 88.4) 但 是 系数 

是 常数 的 工 [全 ，Hilpert 和 上. Levi 朱 了 到 了 下 卫 构 记 法 以 代 蔡 

也 瑟 求 Ej =0 的 基 木 解 : | 

许 党 仍 如 (83.16) 画 样 地 定义 4 及 41, 关 会 


一 -一 -一 


一 


Ty Wl YY, ty (Te Wi Yi) 

Hlg, t) = 2 laty) 

1 

(a 一 oN i 

对 于 任 次 速 续 可 微 丽 数 p(y) , 如果 使 用 革 面 的 严 tzy 护 ， 作 
出 加 二 FA wp) : 


uo) =—| Hz, wp yd’y, (83.20) 
那么 可 以 证 明 (Jevi 1909 年 ) 
Lu 一 po) 十 | Kr, yf pi ny, | 
这 里 {r= LH, yd. 
Hilbert 称 这 样 的 面 数 ir,yy 为 Parametrix, Ti! revrey 称 
尼 汶 氢 基 本 (quasi-elermentary) 佣 。 因 此 微分 方程 (38. 久 的 求解 
归 匡 为 解 以 yp 为 未 知 男 数 的 Fredhoim 积分 厂 程 
p 十 | ECs, Dp)d y=fi2). (83.22) 
更 在 如 果 对 EK (rs, yy) 存在 着 预 解 核 1， y: ; 即 加 当成 了 开 


| Kg, 9) (8, Wd"sm | XE SE Ls, W's, 
革 I 


“log re Wy} (R=2' ,> 83.19) 


人 (2, yi | (m3), 


(33.21) 


~ . | (83.23) 
Xt YK (yr, ¥) +|， Kw syxtss yds=0, 


33 一 阶 簿 曾 理 方 禄 的 此 本 解 5 
那 乞 根据 下 式 
po 三 Fa 十 | zz， goDC (33.24) 


天 能 得 税 (33.22) 的 解 mm 的 表达 式 。 
再 拒 !33.24 和 4 人 全 大 138.20 ,获得 到 4133.3) 的 解 z 


wa) =- 一 | Pig yf YYy, 
/83 .95) 
这 蜡 Ve y= Hir, y+ | 了 


因此 ,如 某 冰 到 了 满足 (33 .23) 的 22 的 ， 那 么 133 .35 中 的 
(x, 就 是 工 Fx] 一 0 的 梁 本 和 解 。3i 相当 小 时 ,注定 (33,25) 的 
驻 赂 核 yx 可 以 用 Neubann 级 数 玲 表示, 即 

x (oP = > (下 ie 的 ， (38.26) 


这 里 
其 一 是 


天 tatD foo -| Kin(g, WFR (s, ds, 
， 


注 匡 3 如 ont) 一 葡 违 糖 订 微 , 半 多 当 下 基 时 互生 及 必 硕 攻 对 工 昌 
任意 次 导数 都 是 x y 的 速 福 可 甸 酚 数 栅 :外 泛 有 
Hixy HW =O rz— yd,H, CH =Otis—y|1") 4 
3 人 一 
其 次 , 对 形状 如 (31.12) 的 上 7; 如 它 的 又 数 加 数 都 一 次 济 秆 可 微 ， 则 
E(w Wy) 二 工 :[ 瑟 ] 对 了 拓也 是 了 站 速 读 订 簿 因数 ,并 有 
政和 一 站 人 和 一 划一 
以 此 为 要 欣 还 能 下 明 遂 数 x 这 【本 吏 在 在 的 靖 ; 兵 有 上 下 同样 的 性 晤 。 
入 此 就 能 证 明王 "x D9 B27 在 zl 寺 也 和 连 箭 订 微 , 开 疝 十 英 驼 臣 
Wiry t=O00r— ym Fy OF Ur yn, 
三 乓 (83.2t' 式 有时， 下 醒 j 的 美 邓 
0 一 的 生 分 ) 。 
是 非常 重要 的 。[E433.2) 中 的 城 2 玫 成 为 二 区 吉米 可 微 ,J 
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要 立 利 地 壮 明 上 列 事实 , 需要 很 多 篇 宜 , 本 书 不 能 满足 这 种 要 求 , 只 能 
把 一 些 虞 槛 的 定理 列举 如 下 。 ( 训 者 可 要 看 Miranda: Equazioni alle 
derivate parzigli di tipo ellitlien 第 2 豆 .) 

定理 六 ,1 Et Hf) 当 3 yEDB, J 阿 芝 寺 所 时 这 笨 : 关 上 昌 满 足 某 忻 

9 一 
如 果 eg) 在 B 小 为 有 界 可 测 三 数 , 那 久 
Hw} =| Ka Hp amny 【33 .271 


在 于 上 连 糖 。 
定理 归 . 多 下 (xy BK) 当 3 由 它 B, 而 二 引 时 带 粮 , 划 苇 
需 足 荣 人 竹 
| | 一 和 | 
辑 果 $f 是 BB 上 省 界 可 测 本 数 ， 那 人 (133.27) 在 守 上 就 吾 祝 可 微 ， 并 忆 有 
Ou CT) =| SR ry MN EA, 
半 


定理 器 .3 裔 下 (x, 拉 必 x WEB, 而 x 二 # 时 是 (zy 仍 - 的 连 粮 可 微 画 
煞 ， 厦 日 
| 下 (py 0) es ym (a> 0), 
[BE (Cy WH) OR |e ym a 0), 


和 如果 (3 在 日 上 过 千 可 微 ; 那 公 (33.27) 也 在 节 [ 带 迷 可 微 ,并 日 
殴 


Du 的) =lim 1 呈正 (x, gp 人 aog 十 | , ,E(x, HIP a Cy) }， 


近 里 全:(2) 基 以 工 为 中 心 ，,s 为 半径 的 球面 , B 是 在 台中 除去 8S.(x) 内 部 所 余 
的 区 域 。 (99 是 外 辣 的 单 性 法 神 。 
定理 名 .和 敲 下 区 ;下 sf 区 3 当 守土 扎 8B, 庙 zy# 时 加 和 娘 ; 村 有 
Eilts WD) | 所 全 ym, Elz WW hseals— ym (ay B20, 


则 
Es(xy Y= | 总 (xy $1 Katsy Y) Am 


当 48， 7 二 时 也 回炉。 此 外 


( “和 让 七 蜂 过 地 时 ， [Eatx, 4 } | eg| EO— y+e-m, 


四 
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(ii) 当 关 十 有 一 入 时，| Kate |- E60alog th | ty)}, 
(iiiy 当 a+8>44 时 , 下 sz 轨 对 zy WyE 上 BB 过 炳 。 
定理 38.8 敲 站 to 9 洒 2 YEB) 而 XY 时 是 (xf 力 的 巡 贸 可 被 沿 
数 。 杆 量 
ER AE ez 一 相 im 
BRT AR WD re yi, 
直 敌 ;如果 悍 (y sy Nn 四 对 xmEP zy 速 丢 ,而 
lB ry rolr om rm0), 
特 且 命 


od Ty WH) [x ty 5 {sy Wa, 


则 了，Bery 革 zy 区 甩 ;ZY 过 筷 ; 并 及 对 吾 内 任 一 有 界 集 合 而 ， 有 
[Bo TH) | Bo) | | 


$34 二 阶 桥 图 型 方程 的 如 reen 图 数 


1. Diricehlet 疝 题 的 Green 数 证 oiz,y 人 四 是 末 [w] =0 
的 一 个 基本 人 和解 ， 那 么 容易 理解 ， 对 这 个 共 本 解 加 上 一 个 LL[W] =0 
的 正 由 解 %% 一 世人 YY) (9 是 套 数 ) 之 后 ,就 有 

Vig, DD 一 Po ywls, Y), 
Pe, 拉 仍 是 工 [4] =0 的 基本 解 。 

如 时 伴随 方程 Fa [tj 一 0 的 基本 解 广 tf, 圾 在 B 的 边 错 2ET 
土 漠 足 和 条件 Fiz, 一 0, 它 就 时 做 [wj]=0 关于 区 域 B 的 
如 reen 图 数 。 现 在 就 Yu 是 :33.3) 的 解 。 加 在 Green 五 式 {28.10) 
内 全 2 二 F(Z, 的 ， 册 于 


| B {VL wrt} dy 


(这 里 的 B.S. 与 前 节 的 意义 相同 )。 所 以 得 到 下 男 的 公式 
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| Vfare=—| Qu] vad Lo +| BV dS (2 
HH Ir Sl yy) 


于 是 当 se->0 时 , 这 个 公式 的 极限 式 ( 禄 据 (i 及 (iY)) 写 入 了 变 
头 人 YY- 后 就 成 为 
wv) = -| ry, of ay—| Ory, ou dS wy. (34.D) 

因 旺 , 如 果 (88.31 的 解 存 在， 形 么 它 就 可 用 (34.1) 求 胡 示 。 
这 里 我 们 加 时 这 习作 为 上 的 攻 数 ,有 剧 它 就 是 谨 [21 =0 的 起 
本 解 此 姑 , 如 果 以 广 (y, 2) 作为 了 的 匣 数 ， 央 和 宛 是 Lf =0 的 
亲 本 解 ， 这 个 断 首 的 理由 非常 简单 , 因为 如 末 了 fo 一 0 的 
trreen 曾 数 为 撼 他， 拉 【部 宪 是 工 e[ 辐 一 0 的 基本 解 ), 于 是 应 雯 有 
下 划 关 肝 

Vw y= vy, 1, (34.2) 
特别 是 当 大 = 五 〈( 郎 达 是 月 件 交 ) 时 ， 项 册 河 称 性 相知 {wy) 
= {ty, 2). 

所 六 ,4 Green 图 数 上 (2, 2 存在 , (2) 速 稿 可 徽 , 并 在 丁 
上 任意 和 葵 定 &%i2 一 g (如 种 ) 的 时 候 , (34.1) 就 输出 了 Dirichlet 
四 题 的 解 。 

{34.2) 的 荆 明 ” 疏 存 生肉 任 取 二 点 好 与 虹 (天 后 ,以 这 
两 总 为 中 心 ， 为 衬 矢 苍 别 作 二 个 不 相 爸 的 球 曾 避 , 怠 , 分 在 BB 
内 除去 Se 及 Di 内 岩 所 余 的 区 城 为 下， 竟 & 一 产 人 rr 9 二 WV， 
5 sa 一 户 。 使 用 Green 及 
式 (26.10) , 就 有 
|, Pata ra 0, 


由 也 当 冯 全 了 时 ， 一 上 3 一 0 
所 以 
(| 、 +| soa tO st Bal dS (yg) =0,. (34.8) 
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再 由 于 在 4 一 Y'! 的 邻 域 , 一 Vs 十 Baf zs 加 种 , 半 HH. 
Vi=0O( sg- “+H), OVI=0 fl), 
因 琵 当 zs 一 0 的 ， 


| C—O BT IVidS ts) >0, ” (84.4) 
此 外 ,对 于 [i, 根 撕 1iii 及 有 

| 0:T Se) > (34.5) 
闻 样 地 有 

|。 (BPI BI T at 一 0。 (34.6) 

|。 p+ ss Fy , 4)., (R44.7) 
所 以 由 (34.8} 一 434. 门 朋 竺 到 

上 三 站 十 


2. Neumann 间 症 和 的 Green 图 数 ” 闲 at2) 是 法 余 在 BB 的 
边界 了 上 的 一 个 曾 数 ,又 在 上 首 定 图 数 浆 2), 现 在 求 汾 程 .33 .3) 
的 解 , 它 在 二 .上 要 满足 条 件 

DH od) (ZE ) 。 (34.8) 
这 样 的 问题 里 做 广义 的 本 eumann 问题 . 这 时 ,关于 边界 入 上 的 
上 汪 辊 微 秀 算 子 Dy 及 TI， 可 用 下 列 的 公式 定义 : 

一 
x arp 
于 是 有 


(3 条. 日 ) 


Or uO Bt = uD — Dv, 
从 有 而 可 岂 抬 Green 和 公式 写成 下 面 的 形状 
| 人 互相] —ul vl}d "z= | 万, 一 下 下 (834.10) 


这 样 我 们 就 串 以 把 区 于 子 [ 辐 一 6 的 三 光 eumanan 于 是 的 Green 
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南 数 定 尽 为 及 fo1=<0 的 基本 解 ?, 对 于 4 要 求 当 zwE 大 时 五 由 一 0。 
如 果 Green 醒 煞 存 在 指 丘 ,那么 关于 
瑟 [g] 一 六 2 ， 也 sw 一 pro (we (84.11) 
的 Neumann 阅 题 的 解 ( 假 设 解 存在 ) ,就 架 Dirichlet 问题 的 情形 
一 榜 , 可 以 由 下 刘 公 式 苔 出 


wp) 一 -| i fdryt| Vey, zg (dS, 134.19) 


其 次 , 关于 太 (zw 的 站 是 Green 西数 厂 人 , 幼 ， 可 以 定义 
为 方程 上 [1 ~0 满足 条 件 “rE 时, Dri 一 07 的 基本 解 。 此 外 ， 
和 Dirichlet 同 题 的 情形 一 样 ,这 里 也 成 站 和 公式 
Fr y) =! (yy, on) (34.18) 
注 匡 ”对 于 DiriecnJet 问题 的 Crecr 国 数 ， 我 们 只 谣 明 了 边界 是 光 滑 的 
情形 ,对 不 光 沸 的 演 界 也 可 也 定义 Green 现 数 。 不 过 ， 这 时 由 于 本能 使 用 关 
于 边界 的 导数 ,所 以 434.2) 的 永明 是 非常 困难 的 。 对 于 特殊 情形 的 
Laplare 淮 程 ;这 种 证 法 网关 .上 正 雄 : 势 莉 数 匾 引 5 再。 
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有 许多 关于 棋 图 型 方程 的 重要 精 果 ,限于 本 书 的 篇 幅 ,不 能 作 
夫 和 发 明 , 在 此 仅 作 简单 的 介 友 。 

1， 关 于 Diriehlet 问题 解 的 存在 性 

(a) 线性 的 情形 。 当 区 域 B 相当 的 小 , 并 且 边 界 芽 相当 洲 沸 
时 ,就 象 势 西数 注 中 所 作 的 那样 ,使 用 由 基本 解 所 形成 入 二 重 势 本 
数 ( 关 于 全 左 的 ) ,就 能 把 Dirichlet 则 题 归 千 为 关于 芽 上 面积 分 的 
Fredholm 税 分 为 程 。 因 此 , 对 于 相当 小 的 球 Dirichlet 问题 是 可 
解 的 。 

如 区 域 吕 相当 小 , 井 且 存在 着 如 (31.13) 的 丽 数 (2) : 屠 之 就 
可 以 使 用 项 和 两 数 中 关于 优 ( 劣 ) 调 和 西数 的 态 法 ,只 要 规 定 演 界 
2 满足 适当 的 条 件 , 辟 如 Poincaré 条 件 《 朗 对 问 的 各 所 存在 着 以 
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这 点 为 慎 点 , 寺 在 贡 点 的 近 傍 洲 在 也 外 的 锥 体 ) , 孝 么 对 二 上 已 和 葵 
入 连 禹 任意 边 漠 秆 ，Dirichlet 问题 就 存在 着 了 叭 一 的 解 , 侧目 这 个 
解 连 积 做 束 于 山葵 的 边界 值 : 蚀 鹿 罪人 条 件 的 适 切 性 ;。Oleynik 合 
指出 ,对 于 边界 只 要 夫 定 了 与 调和 图 数 情 下 相同 的 条 件 就 可 保 
证 Dirichlet 独 题 解 的 存在 。 遇 Matemat. Fbornik, 24 (1049)， 
p.l~14. 

(P) 年 六 福 的 情形 。 很 识 Lv] = ooy (2) 08W 二 (2 Oy) ， 
潜 中 tt) py 2 9) 一 次 这 和 炽 可 币 :了 世 可 以 黎 成 较 盎 的 适当 条 
件 }。 大 设 存在 着 丽 数 包 (2) 及 gt2) ,使 得 对 于 i) 太守 (2)， 

‘Fr up EAB pl* (Oia, 

如 a 二 2， 划 这 里 的 了 是 任意 的 常数 ,如 au 一 2 刚 吕 是 相当 少 的 数 ，， 
并 在 4wEB 时 ， 

Llol >f ly, 外 Di 

Lo] 二 天 全 四， 站) 。 
骨 惟 边界 工 满足 Poincaré 条 件 , 且 在 三 上 已 若 定 的 边 愉 值 gy!2) 
《各 入 丽 数 ) 满足 鱼 12) 寺 g12) 挝 tz) ， 在 这些 委 识 条 件 下 , 就 存 
在 着 Dirichlet 得 题 的 解 wtz' ,并 满足 名 tf) ww 过 wtz)。，( 兄 
Napgumo: Osaka MMath. Jounr.,6:19654), p. 207 ~ 229.) 

但 是 上 面 所 说 的 解 不 一 害 是 唯一 的 。 和 如 果 了 是 关于 % 的 艇 培 
图 数 , 堵 就 能 证 明和 解 的 唯一 性 , 当 a=2, 而 疾 是 任意 常数 时 ,和 解 是 
示 哈 一 还 是 个 未 解决 的 问题 。 当 a 半 2 时, 存在 着 相反 的 例子 ; 而 
当 a=1 时 ,其 示 衣 得 独 和 上 面 Oleynik 相同 的 精 困 , 仍然 晨 一 个 
在 在 的 问题 。 

(2) 所 线性 的 情形 。 考 感 和 一 2, 着 玉 私 合 主 部 的 方程 


.2 , 
和 iil 2 Uy Oa) Bu = 0 
i 二 


而 BB 是 个 凸 集 的 情形 。 恰 由 荆 上 的 边界 值 zg(z) 所 画册 的 曲 


164 东 6 率 展 面 凶杀 微分 万 程 
线 最 有 这 样 的 挫 慎 :和 邵 包 合 它 .二 面 任 党 三 点 的 平 而 的 梯度 拱 定 在 
一 - 定 池 围 内 , Schauder 从 婚 证 明 , 这 时 的 Dirichlet 和 朋 题 的 解 是 苍 
在 的 ,， 忆 Maih. Zeit., 37119383}, p. 628~ 634. 当 上 8 不 是 mm 集 时 ， 
兽 如 尘 极 小 曲面 和 的 故 程 
i ey 十 二 一心， 

如 天 家 -所 注 知 ,就 不 -一定 存在 着 解 ! 单 值 ) . 

如 牢 线 性 以 及 投弹 性 方程 Dirichlet 解 的 存在 性 的 证 时 ,看 来 
以 线性 的 情形 为 基础 ， 使 用 两 数 空间 的 不 盖 点 原理 的 办 法 是 适当 
虹 吕 本 共有 :稍微 代 万 程 第 3 点) 

对 一 般 的 握 线 评 态 程 , 着 二 是 宴 首 小 的 球 ， 划 且 和 这 械 仿 十 伐 
近似 常数 时 ,存在 着 Dirichlet 问题 的 解 。 这 个 断 诈 ,可 以 用 逐次 通 


近 法 或 前 数 空间 的 不 潍 点 原理 , 或 慧 区 域 不 变 定 理 (Sehauder 定 
型 ) 滋 证 而 


2， 解 的 正则 性 态 性 方程 工 [加 一 六 2z) 的 解 , 在 存在 区 域 的 
内 畜 ， 具有 与 方程 桑 数 及 站 神 则 程度 的 正则 性 。 特别 当 古 程 的 居 
数 友 了 佣 析 正 若 时, 芥 么 解 也 是 解析 正 肛 的 , 序 成 立 着 “一 玫 宏 
下 这 十 Hilbert 则 题 之 一 ， 一 教 定理 对 非 六 性 的 炳 辐 型 码 程 
电 论 成 开 。 对 m=2 的 情形 最 初出 BS. Bernstein (1904 年 ， 上 乒 炬 
由 工 | Raqé 训 凡 正确 的 让 明了 (1926 年 1。 此 外 ,对 吧 一 2 的 情 肛 ， 
二 .Lewy 利用 双 曲 型 方程 ; 若 出 了 一 个 非常 有 趣 而 巧妙 的 证 法 
(19029 华 ) (Courant-Hilbert IT, p, 38388} , 至 于 最 一 般 的 框图 型 方 
让 包 合 两 险 联 立 左 程 组 ?是 由 Petrovski 证 明 的 (Mat. Sbornik 
是 (9939 , p. 3~70), 

棋 间 于 方 程 的 解 的 集合 是 做 正规 族 。 当 Dirichlet 问题 从 存 在 
着 只 一 和 解 时 ,flarnaek 定 埋 《部 如 证 规 族 的 萝 数 序 列 在 边民 上 一 - 
玉 收 藏 ; 基 在 区 域 的 内 部 直 玫 二 阶 导 本 数 也 一 - 狼 收 黎 ) 碟 交 。 

关于 非 刨 桥 下 划 的 一 阶 粒 网 型 方程 , 拒 的 解 也 成 也 着 一 化 宗 
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于 ,过 个 囊 计 是 由 Tonasgnaim 上 关 Coreas 所 宇明 的 (局 人 nrles: 
Machr. Mkad. Wiss. Tottineen 1988" HT ATONSsAIN \ niverslty 
of Kanens, Technical Report ' 1958)7. 

.区 阶 方程 ”关于 高 阶 线 性 丧 辕 型 并 程 的 基本 解雇 及 解 的 
琅 且 性 问题 ,这 于 推荐 John: tineneral pryperties of solutinng 
of TineaT elliptie partia!l ditrerentia]l equ’tions {Proceedings 
Oi the syniposiuny on spectral theory and rifforontial problems 
1955;) 这 本 和 书 中 的 认 法 很 窑 易 理解 ， 

号 外， 对 一 般 商 阶 袖 同 型 太 程 , 入 近 巾 Friedri¢hs, { ‘arding, 
Lion，1l.anx，Nironberg 锋 入 人 鲁 好 ,以 六 立 解 为 某 确 开展 了 进 产 的 
研究 体 邓 。 关 于 这 方面 的 周 耳 牧 悦 扒 芽 广 者 全 看 卡 从 书 吉 六 家 作 
壮 的 省 醒 分 析 。 

4， 本 征 值 问 题 “二 阶 彬 右 型 为 程 {关于 边 值 问题 ) 的 本 征 信 
问题 再 套 泪 Hilbert-Courant 41, 请 7 六。 


第 ?7 意 ” 双 曲 型 仿 微 分 方程 


$ 36 正规 双 曲 型 万 程 


1. 正规 方程 芒 性 方程 


Liu] = > a (0) afu 十 全 bgyoutclmu=ftr) (36.1) 
是 做 驳 晶 型 无 程 ,如 吝 
| (36 .2) 
挂 作 二 次 型 I 6; 如 5 是 变 号 的 。 现在 护 独 并 次 数 2 利用 线性 谈 
换 


号 | 天 站 [36 .3 


mE 
上 | 
P= a Dy | 2 
和 二 


变 成 2 ， 着 要 求 变换 后 系数 在 一 点 如 处 具有 特别 简单 的 形状 。 由 
”于 者 过 变换 (86.3) 后 ,有 


rb tl 
La = oo ut oD,o utou, 
癌 ,? 二 ]】 iA 二 1 


这 里 

hs — SY a au og, (36.4) 

所 以 适当 的 选取 变换 (86.3) 可 以 使 得 在 一 点 2 一 s+ 处 , 短 障 (a6) 
成 为 仅 只 有 主 对 角 线 的 形状 , 印 

8 

如 果 (36.3) 是 正 交 变换 ,% 是 甜 陈 ao) 的 本 征 值 ,根据 (36.3) 

有 入 #0。 此 甸 , 正 的 和 以 及 从 的 入 的 个 数 与 变换 (36.8) 无 关 。 

特别 当 革 中 一 个 和 共有 与 其他 的 不同 的 符号 时 ;就 称 <36.1) 在 


5 正规 并 时 名 万 庆 2 了 65 

2 二 必 ' 是 正规 双 曲 和 的 ， 妇 时 六 丰 二 个 以 上 其 下 的 该 贷 的; 著 就 称 

(8 .1 在 一刀 外 址 超 观 曲 的 、 下 加 我 们 仅 湛 由 ‘36.J1 在 其 一 

个 变 城 中 是 本 规 双 曲 的 情形 。 如 果 对 136. 着 当 的 内 以 十 1], 草 和 

可 以 使 得 tan) 的 本 征 值 中 公有 有 -个 是 正 的 ,其 他 的 和 莉 尾 负 的 。 项 
eri 于 


十 ， 本 一 
型 、 这 闭合 得 : 
> a pp 0 (86.5 
省 .了 一 了 


的 面 卉 中 急 江 全 pacelike' 而 素 。 对 于 出 光裕 面 素 所 形成 的 曲 ” 

面 wz 一 0. 有 有 
Wip, p= > di omdp -0, 

这 样 的 曲面 呀 做 类 宗 曲 面 , 对 类 空 面 素 关 所 形成 的 横 般 向 量 上 之 , 即 


ree 


站 A rs DD; 【大 < 和 0 ‘3G . 心 


中 做 绒 时 (time-like' 向 量 - 
如 分 知 障 (an 的 诸 障 为 


Te 


{An tm) = {a 1, (36.7 
中 日 180.61 友 i188.71 有 有 
> A GE > Ch Di Py» 36.8) 
因此 为 类 上 时 向 最 的 充 要 条 件 是 
六 4660 (86.9) 


(内 (386. 鸭 可 以 求 出 2 关于 过 的 表达 式 \。 
对 竹 的 变换 (36.8), 面 汉 包 的 变换 公式 可 以 根据 成 带 条 件 


tit — > ost 一 忆 PD AP', 


168 身 ; 了 覃 大曲 型 朵 微 沧 方 各 


得 到 ; 即 为 
= Yan Pp. (36.10| 
9 因为 向 量 £ 与 x 有 着 相同 的 变换 肥 式 ,所 以 用 136. 和 ,136.7)， 
就 有 
了 A A 6b, (36.11) 


Rl 


紫外, 由 136.4) 及 :36.107 可 知 , 横 堆 条件 ,36.6) 关于 变换 
(36.3) 世 是 不 蛮 的 。 叉 5 与 的 内 积 世 是 不 诡 的 , 即 


| r 


Dép => as 
最 后 我 们 称 满足 条 件 
SA Ei £;< 0 (36 .18) 


(36 .12) 


的 癌 景 < 为 类 裤 辣 量 。 
引 于 ”向 来 成 为 类 空 面 污 的 条 件 (36.5) ,等 价 于 和 了? 正 次 ， 
部 让 足 


六 cp=0 (ED) (36.14) 


的 一 切 向 量 上 成 为 类 窑 向 量 的 条 件 (86.183) 。 
证 ” 抽 为 轰 过 适当 的 变换 ,可 以 使 得 在 了 = 玉 处 
dH] eur= 1 (=2, 的 站 1 
这 轩 4 的 形状 与 a 12") 的 形状 完 双 一 样 .、 于 是 只 要 萄 明 ， 
Al 


-> >0, (36.15) 
慎 么 对 满足 (36.14 的 上 ,必定 有 
> za -0 136 .16) 


就 名 了 、 因 为 当 所 =0 时, (86.16) 显 然 成 立 ,所 以 只 要 让 朋 上 0 


$ 46 下 起 双人 药 济 方 和 pg 
的 情形 。 由 (36.14) , 有 3 名 锯 二 27 忆 2 各 =0, 把 这 个 式 子 与 


(388.15) 相 加 ,就 有 

prt NE SY ph (FDR). (36.17) 

由 于 锯 二 0, 所 以 可 取 满 趾 方程 Pp, 十 奔 , =0 的， 这样, (86.17) 的 
左边 就 .0. 于 是 .36.16) 成立 ， 

相 太 , 设 对 于 满足 136.14) 的 成 站 着 (36.16) ,车 是 各 一 0, 屠 

么 对 而 0, 部 一 台 一 … 一 5 一 0,(36.14) 就 应 该 成 立 。 但 是 这 个 辕 

果 与 (36.16) 了 矛盾, 困 此 必 有 Ji<0。 故 直 (86.16) 及 (36.14) 就 有 


| 


1 十 PD 一 之 ， (OD 一 2 P. '36.18) 
这 时 ,如 此 分 如 一 种 【到 人， “ss 9 ) 9 | = — {ge 1， 汶 | 
么 (36.14) 就 应 被 成 立 , 从 而 '36.18) 的 左边 >0。 于 是 (36.15) 成 
Yo | 


证 毕 
2 正规 双阳 型 方程 的 标准 型 恋 wpatz' = 是 类 空 曲 面 族 ， 

闻 对 醒 狐 git2) 有 
Qip, pil 0, {36.,19) 


根据 23 有 所 家 的 万 法 ;选择 光一 1 个 硬 数 gsi21) ，…， wm!2) ,使 得 


QP Po =0 (p=27 ,mm), 
| (86 .20) 


现在 分 
一 gil), 2 一 多 sf2) 人 一 疙 ， 0 
B87, 2% 十 pa di Oa + PO- Dy bdonmf (36 .21 1) 
二 2 " 是 一 


的 形状 。 这 时 对 于 (Lan) 的 二 实 型 ,成 立 着 关 和 柔 式 


IF 第 了 7 章 观 曲 型 篇 笋 路 方 哥 


4 HE 


0 WO0), (86 .22) 
为 了 放 朋 上面 的 不 等 式 , 企 
tw) -Dm Pus), 
由 (36.20) 有 
已 (Pa 到) -mp pu) —0, 38.23) 
又 z 


ma pe Po), DD (36.24) 
并 融 
Bp =p, Sa Bi =, (86.25) 
(注意 Ez0) ,于 是 根据 136.19) ,136.28) , {386.24) , (86.25) 就 有 
ap p= Q p19) >0,. DE p= Q gp, 中) 一口， 


,As Er ER, w= > tn Ta My, 

= 让, 011 三 汪 

根据 引 理 ,就 证 朋 了 (86.22), 
现在 把 2 Bin 车 兢 涛 Tl 证 中 (入 一 和 饮 一 了 ， 再 根据 

$23, 吉 


本 


w= XD (= 二 [eg* 
这 样 ,就 可 以 得 到 下 列 标 准 型 方程 
有 9 一 六 mn [7 ， 559 十 立 站 站 十 et， 人) 用 


=f lt, 2) 136 .26) 
(9 表示 对 3 的 微分 ) 。 这 里 ! 呈 做 类 时 变数 , r 时 做 光 空 变数 。 
渤 甘 ”如 果 在 (36.25) 中 #8=0, 那么 由 (36. 久 一 定 有 w=0 即 
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I 村 
2 Ope T= 避 一 ] 本 19) 。 
= 


根据 上 式 及 (36.20}) 就 少 j=0， 页 训 4 元 0 那么 必 有 二 十 0。 


本 $ 37 Gauehy 问题 解 的 决定 区 域 
1 射线 楼” 对 于 正规 双阳 型 方程 (标准 型 ) 


?中 ] 


Lu = ao ud don tou=f, (37 .1) 
.1—l 1 一 


证 an cy 都 是 :7, 旭 的 茄 数 , 硅 日 有 有 Sautié>0 (EA 0). 
为 了 办 合 起 见 把 写 度 zr 则 437.1) 的 特征 青 程 ;如 以 8 沥 渗 
妆 ; 姥 二 以 亏 成 下 面 的 样 皇 : 
et 、 d 
A | = Ef | 出 六， 了 
(37 .9) 


0 1 +tt. TI a 人 
Rs}: Te Pnti—0, 


中 他 Go [2 二 go， 用 么 通过- 一 点 2 一 吕 的 特定 向 线 就 是 方 和 得 
137 ,2 和 泣 足 对 件 


3 
“0 时 ,2 一 2'，Pt 一 -ae( Vorn) (87.8) 
sO ,2=F Ps Ty Prnri—£ Wi MT 。 


J 三 1 
te 一 士 工 ) 
的 解 
m= Ns T}, m=P(s, wm) (S37 .4) 
的 支 拌 曲 杂 2 一 革 (3s)， 


如 储 (37 .2 中 设 3=h8 (6 常数 ) ,再 在 变换 后 的 (37.2) 式 中 ， 
把 5 太原 厂 5; 孝 么 可 以 看 出 , 扫 得 到 约 公 式 就 是 把 Pp 写 兢 好 
的 式 子 。 所 以 有 有 六 一 玉 Es Erry。， 内 由 入 ii3 ,my 必 是 
8 的 图 数 , 闻 . 

一 (87 .与 ) 


192 巢 了 章 允 曲 弄 了 山 簿 邯 方 得 
思 于 各 二 了 ;应 总 是 (37 . 纹 的 解 , 所 以 从 (537.5, 得 到 

Os t= -> {a (opr} pe m= on (E) men, 
于 是 当 一 0 时, 诈 


了 业 本 
— > Ey 7 > 0, wD, Eh 日 ,DO = a 
一】 
因此 中 36.2， ,就 有 . 
人 
于 是 ,在 z= 二 2 站 郎 = 人 0 的 倒 域 中 ;可 以 从 方程 料 
Fh (387.6) 
把 立 解 出 作为 名 这 变 敬 的 画 数 
一 {37.7) 
对 一 3 于 (3 上 有 337.3) 厂 
ho 全 |， ror) i37 .8) 
革 各 于 让 二 1 根据 (37 .5， 7 .和 有 总 一 sr 所 以 由 187.7) 及 


(7.8)( 设 -中 得 到 
tp Tapagls (emtD), (87.9) 


这 磺 是 演 , 志 过 (如 2) 的 特征 射 燥 , 在 4+=z' 邻 城 的 (tf, 和 
让， 构 碟 了 曲面 437. 和。 由 于 在 名 一 0,z 一 妇 的 令 域 中 , 当 
外 区 07.91 形 丰 了 以 (2 中 
沪 什 太 的 锥 状 曲 面 。 芝 曲 匣 时 做 以 ‘fz 为 质点 的 射线 维 (Pay 
conoid)、 宅 是 (37.1; 的 特征 曲面 ( 兄 广 容 )。 当 = 工时 , 宦 时 前 
进 侯 , :一 一 时 咱 质 乡 元 。 

注 划 二 在 (37.9) 中 ， 对 庙 寻 5=1 瑟 一 1 的 gt{r) 一 般 是 相 民 的 图 数 。 
于 于 4 记 忠 基 037. 卫 的 等 征 曲 而 光 弄 由 ;可 以 御 和 下 的 解释 : 合 

f= pa Pry i pupna (sly, m), 

有 名 二 +， 由 性 7 ,2) 就 知 首 ; 应 汉 坡 查 - 人 冯 让 : 


$37 Canchy 问题 解 的 凑 宝 区 越 i73 


位 3 I 
了 7 “ts, Hs 六 化 二 ]， 
(37.10) 
必 1 "< . :1 ; 
dt 站 | 一 2 DT Ti Ty 4， 号 1 全 去 【+ 一 :i 中 天 
疆 放 ,由 但 7.2) 及 届 7. 3 不 难 导 册 下面 的 方程 恬 
TE. 9 
全 人 Pa 
二 了 二 
部 tht 国 
之 ， tp rs Hi 一 1=0, (37.1i) 
日 了 一 上 


因此 方程 组 (37.10) 的 解 1a 区 从 (1) 就 是 含 微分 三 各 1381 (.< 四 
gi 一 2.0) 的 特征 带 。 获 因为 汽 1= 了 时 {zy 外 的 支 体 昭 化 威 为 一 点 
(any 丰 ) 所 以 当 1 二 卫 时 ;yw 外 作成 一 个 下 一 标的 面 壳 宜人 一品 
和 对 ，9i 一 ET 让 和 人 mr 机 上 上 只 有 各 一 工 个 堵 数 ,。 和 天 有 卫 竺 证 带 
{ry ty (Ey A) 的 全 体外 成 和 m 灯 的 面 溢 粗 。 用 于 它 的 支 体 (以 代 震 1, 4 为 
独立 变数 ) 价 好 就 是 如 维 聘 面 (37 .由 gu = 分， 所 以 它 基 137.1) 特征 面 移 坊 
微分 方程 (37.11) 的 解 ! 参 照 上 24)、 因 此 (37.9) 是 (37.4) 的 特征 面 。 


2， 解 的 叭 一 性 ! 决 定 区 域 : 设 在 m 十 1 稚 突 间 (i 动 中， 以 
(和 为 什 右 的 后 退 名 的 方程 是 


KR =v pr p(y) )， (87 .12) 
当 太 (六 人 0j 话 当 小 时 , 超 笠 面 +=0 对 太 所 作 的 改口 是 m1 一 1 区 此 证 
a a 


图 37.1 
大 ”这 里 原 贡 法 .上 天 于 记 本 。 前 汶 "nd 1}, 


但 在 .37 .10) tt 出 ma 一 二 一 训 了 醒 工 = 了 了 “nt th 和 国 册 不下 克 考 租 中 用 了 的 Ej 站 过 
当 写 威 避 ， 如 的 琴 数 。- 一 一 被 考生 


174 第 ”此 民有 曲 现 帆 和 社民 万 程 


的 封闭 曲面 (me 一 2 时 , 为 封 丽 曙 芒 ， 昂 图 3237. 站。 以 癌 圾 示 在 直 
扯 面 上 0 上 落 在 下 内 部 的 部 分 , 村 以 8 了 厚 示 So 与 所 包 图 的 
mwl 条 人 区域 放 0 ,六 一 位 x) 总 wp 及 兴 (w) 是 在 So. 上 已 
和 着 的 范 数 ， 十 是 虑 站 下 刘 害 理 !: 

定理 37.3 万 得 187.]1) 清 中 初始 条 件 在 So 上 zy 一 所) 
#4 王 下 的 解 E20, 在 如 内 可 阶 一 地 决定 撞 营 之 , 邮 吾 蚌 
no 的 认定 区 域 - 

证 -关卡 两 个 这 样 的 解 的 送 , 就 知道 只 要 证 阴 , 请 足 "了 F(t, 2) 
一 pi) 一 We 一 07 的 艇 ww 必 在 整个 吾 内 恒 千 上 0 部 可 。 圾 
证 取 9<? 雪 六 中 的 一 个 *， 以 Dr 表示 超 平 面 4- 上 属于 扩 内 的 
部 分 上 所 二 7; 区 一 + 二 x(2)]。， 表 识 Bj 是 太 ， So, Sr 所 周 成 的 区 
训 [好 DT 中 对 度 于 0< 必 $f 的 部 分 注 的 ，， 
肝 对 任意 的 国 数 4,v2 命 


LE 


2 ay Dud = (u, ), 
陡 乏 容易 证 有 阳 下 刘 笑 芭 记 让: 
Du. Li 一 已 fui, tl} 


fl? 了 


Fr 
~ 一 名 | 让 | 12& gn On | -Eri, 
一 1 一 于 


| tr, Te 
Rll = 2 Bart YY or ud, + ei 
站 二 1 .一 二 


(ao=aer， Bi 下 二 > a ). 137.18. 


卫 朋 ,如 吕 十 长 指向 外 部 的 单位 让 和 线 ， 困 为 它 对 上 四 与 各 2 轴 的 
方 问 余弦 分 别 是 

CR) =1 下 二 全 有 人， ‘Ey 二 入 十 入 Dz， 
所 对 Br 应用 和 散 度 定理 ， 束 得 到 
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0o-| Dr Lartiit, d= ( 网 -| ) s+, Ww) ae 


Sp 


十 | {+ Ot, 0) — Ds ies x) } (Fs n) aS 
.hr 


二 | [ae vi. (87.14) 
特别 对 二 特征 面 '37.12; ,由 一 
| 芝 Hy OO x i = Ht = 1; 

所 以 当心 oj EK; 时, 有 

Wu ,7 er, Ho 0 (87.,15) 
于 是 兮 

| 3<+Qco mnJane=Bn (由 做 关于 8 的 能 量 积分 ) ， 

加 坦 87 .14 及 737 .151 、 就 有 


ECT) < BO0) + | Rlla"i(, 2 (87 .16; 
此 妊 ; 可 以 容易 理 得 到 正 数 四 与 各, 恒 得 
Rw Ow, Ea. (B87 .17) 


如 再 误 | sale~DG ,期 因 w 的 =wtD 二 | md ( 当 W 是 的 


茄 数 时 ) ,所 风 当 91 下 如 时, 有 
UD S20 0 FIRE 0 . (87 .18) 
于 是 模 据 如 与 Ut) 的 定义 及 (37.17)，(37.18) 就 有 
| Riwiarzp R00) 和 下 的 常数 )， 


、 . 
如 由 对 B03 十 301 如 册 ,并且 当 t 境 加 时 , 8: 在 t=0 上 的 正 射影 
将 运 渐 塘 小 马 。 
旬 ” 西 此 双方 对 区 域 Xi 积 入 ,就 得 淹 
L il) :2 | 下 | nae, Marr oY, 
已 w 自 


水 亲 ?7 .187 -楼 着 3 


176 证 了 全 ”六 曲 型 伺 答 区 方 种 
因此 , 适 9 入 下 下 类 0 且 Hi 1.15 就 有 
Br) < BO FRU CO 二 | EdD 137.19) 
这 里 如 再 裔 
y=ENFiUO, m= Mare tt), ‘37 .20) 
Nt 
胚 岂 (37.19., 久 得 到 
BT yo | ea el ~ 
名 


但 是 根据 3837.20: ,及 十 2 即 放 27y, 所 以 有 


OT Eiry-.2 FO Eo eT ‘37.2]1 
如 果 O01 二 0 一 站 岂 正 , 著 就 及 i 一 0， 人 入 于 了 二 DT 
吊 岁 侍 意 数 ,所 以 在 徽 个 器 内 吉 一 0, 即 =0， 证 此 


注 巷 总 如果 V7 211 证 整个 
8 内 能 量 积分 二 (也 相当 的 小 。 但 从 于 我 们 并 不 能 新 定 wy 1 村 整个 睛 琴 
者 一 到 地 相 2 六 1 小 。 特 吊 当 二 1 时 相近 第 二 章 中 的 亲 答 ， 我 们 知道 ， 如 十 


wy ey ET mo 一 吾 地 条 :1 小, 那 久 在 理 个 严 内 ic 部 将 -- 防 邮 宙 雪人 小 。 


但 是 当知 关 2? 时 ,这 个 事实 不 威 立 。 竺 别 对 于 m=3 的 波动 方程 
a=0, 
tc 1 
林政 re 客 ， 计 和 一 下 形状 如 
村 一 入土 下 十 于 
的 解 , 就 可 了 解 上 面 的 断 导 。 这 里 天 (9) 是 二 苞 速 灶 可 做 画 数 。 辟 如 弹 > 0 而 
0 (9 9 


rts = 1 < 
(5) ElS— TI (se), ee) 


如 ”这 时 可 利 用 下 列 引 理 : .TY 奸 宇 庆生 Or 上 的 -一 个 潮 真 违 继 调 签 出 
妆 语 理应 足 Sel + | de, i 划 党 妈 ) ;让 六 二 


fe 和 ec， 


了 
性 一 yy 就 得 到 比 [39 .4 更 好 的 情 计 式 。 引 理 江 明志 下 办 
er 税 如 方 ,各 时 于 各 半 之 ,就 可 记得 到 情 计 式 ,, 一 一 械 省 注 


5 波动 方程 的 笑 沪 1 
如 果 z 相 汽 小 项 当 t= 时 ;Us 【在 有 界 入 图 内 1 一 玛 地 相当 小 ， 位 是 
对 二 一 可 稳 , 扣 下流 二 了 只 守 玻 在 
二 5 外 成 为 无 田 大 。 有 村 把 这 翌 的 解 略 放下 还 吉 能 得 到 解 则 和 窒 本 与 一 让 
泪 镶 可 微 ， #F 昌 当 1-= Dy ty ay Us Wy 任 企 咱 、， 人 是 在 人 2 一 (Try 0 过 
4 的 值 将 成 为 光 涯 天 。 
根据 上 而 的 事实 就 可 以 了 解 ， 为 付 世 半生 一 归 叶 ， 4 于 过 折 型 二 程 的 
(Canchy 问题 ,微分 不 尝 式 :比较 定理 ) 不 古 送 当 的 工具 而 有 能量 积分 所 表示 
的 沾 笑 式 ; 在 这 里 邯 起 六 重要 的 件 用 ， 


$38 波动 方程 的 解法 

1，Fourier 变 横 ”要 解 一 般 之 系数 全 微 修 :并 程 、Fourier 站 
“ 换 是 最 有 效 的 工具 。 汶 了 容 马 理解 所 的 利 访 、 我 们 纹 独 交 栾 数 了 
的 变 域 是 整个 六 维 室 间 ， 而 党 文 在 室 关 内 的 复数 储 喇 数 f(r) (x 
代表 多 个 实 变 数 ) 无 职 次 连 炉 可 微 。 如 以 上 re 表示 它 的 人 性 瘟 天 

院 恨 导数 ， 央 假 订 对 于 任意 的 自然 数 %n, 成 要 下 剂 条 性 
lim ‘wn. Defipy 一 0 ( » = Ya), (35.1) 
这 就 是 谣 : 70) 当 zs 一 20 时 意 速 地 减少 ,我 们 把 洲 足 这 个 条 件 
的 国 数 的 全 栖 记 作 LY)。 当 积分 变数 的 迹 域 是 蔡 个 的 mx 纵 空 了 间 
对 ,我 要 在 积分 号 下 常 略 去 代表 积分 区 域 的 和 号 。 现在 考点 属 子 

(的 苏 数 了 (zx) 的 下 刘 积 戏 


gD) | ne 人 (88.2) 

(ey 六 ?9 )， 如 果 了 多 于 9), 那么 y 也 属于 7)， 关 册 美 
于 y 的 微 耸 可 以 在 积分 导 下 施行 ,于 电 丰 

B09) = (QD) " "| er SA ,3 


我 们 可 以 把 (35 .2) 困 成 是 拒 下 的 而 数 了 变 成 03 ea 晤 


1 第 了 音 ” 双 曲 型 铝 微 芬 方 公 
数 了 的 变换 ,七 听 租 下 ourier 变换 。 根据 38 .2 , 反 过 末世 能 把 
f 洽 示 为 9 的 各 分 ( 媳 Fourier 变换 ) ,区 的 形状 泳 

站) = mo | ge dvg， (38.4) - 


因 沪 道 变换 公式 ， 习 仅 基 在 Fouricr 变换 (38 .人 为 中 以 ec 代 村 了 

ee Y 而 得 镜 的 结 虹 ,所 以 省 此 在 与 Fourier 变换 相同 的 性 夺 ， 这 
昔 ，hourier 变换 就 形成 了 (97) 到 自身 的 一 一 对 应 。 此 外 , 对 于 
Fourier 变换 (1) 的 范 数 蚌 不 变 基 ,好 


| fz a w=) gi Hy. (38 .5) 


示意 在 克 头 实行 ourier 变 摘 的 酚 数 不 必 限 定 是 属 玉 (7z) 的 ， 只 本 是 . 
和 和 岳 数 吕 问 了 、 芭 人 ?限制 它 为 局 于 (5) 的 融 数 ;是 由 于 这 样 站 能 自 山地 
建行 任 管 次 站 巩 分 运算 。 黄 外 根据 438.5) 可 知 , 如 半 属 了 (I) 的 本数 实行 
kourier 变换 .适当 地 解释 积 分 的 富 广 ), 那 奴 精 果 也 是 (3 画 数 ， 所 以 
Fournier 变换 订 以 五 成 巧 (2 到 向 壬 的 一 个 一 一 对 遍 的 西 严 换 ( 尼 吉田 耕 件 : 
Hlhert 空间 论 结 12)}。 交 罩 13.3 证 向 Fourier 变换 把 微分 运算 闪 成 了 条 
六 吉 算 ， 这 一目 将 对 仿 微 分 诅 得 的 卡 表 起 善 非常 重要 的 作用 。 

.波动 方程 的 解 境 任 来 研究 臣 动 专程 的 定 解 间 是 ， 世 知 
茹 她 条件 海 : 当 t=0 时 ,zf 一 由 2) 由 一 区 人 而 波动 故 程 为 


A (4:~>6, ). (38.6) 
要 得 到 这 一 问题 的 解 , 证 以 先 人 苍 别 六 方程 (88 .6) 满足 下 划 条 件 


二 = 由， 他 ,1 一 
sO 时, 1M 二 


Wa hig), Orits = 0 
的 解 5 zy 然后 全 = 也 二 wa 即 可 ,而 求 如 的 阅 题 订 以 人 妇 辕 为 求 
2 1 本 是 事实 了 ;从 :一 | watT ,之 jdt 剧 


t 上 
(生出 一 中 A -| A ,waft = | BO uu dr = Dita 
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因此 有 | 
人 一 机 几 二 他 ， 履 [ 习 ， 让) 一 全 ， ye, i 
所 以 只 要 求 出 当 f=0 时 ,2 二 0, gi 二 册 {2 的 艇 ,再 堪 ws 二 9:% 部 
喇 。 
汶 了 人 能 能 应 用 $ 29 中 的 夺 如 原理 来 求 488 .6 的 的 般 ， 阁 论 恕 
2 1 9 二 一 全 ， 
描 它 和 伐 人 45.6) 后 ; 求 出 与 六 的 英和 为 


.B=+ al (wy 


于 是 


Uaioe a ft, egin a : 
邦 是 (38. 6 的 解 。 现 在 慌 Fo 是 属于 1 的 性 间 雷 数 , 如 果 蔽 
个 一 【2 一 下 |f i ersin x td"a (38.7) 


{此 注 登 21， 则 中 是 (3838. 命 的 解 。 窟 的 初始 值 是 
t=0 时 ， w=0, ,= 27) "| a fiaemrdng. 
和 这样, 如果 gp'2) 是 属于 (2 的 夯 数 ,再 未 只 本 对 方 铭 


pm) (DT) "2 la fiajerzdrpm (88.8) 
解 出 Fa， 蝶 能 得 到 所 求 的 和 解 . 报 据 着 Fouricr 变换 在 
、 
a' fla) = 2) "| gE eat are, .38.9) 


所 以 根据 (38 .7) 及 (38.9;， 就 得 到 下 亲 的 公式 : 
z 一 (2 or "| eeratt sina it ergrg (88.10) 
因为 ia 一 Sin ,alt 可 对 (i， 忠于 限 交 微分 ， 旺 


lartlal sin ow! | lo "7, 
而 (388.10) 的 有 这 ,在 1 1 由 的 名 号 是 属于 :了 zc 的 泵 煌 ,因此 
(38 .10) 对 于 (ti; 2 万 许 任意 多 次 地 进行 形式 微分 。 放 人 (838.10; 是 


站 种 了 而 ” 尼 曲 型 媚 数 引 方 程 


太 枉 4838 .的 的 解 . 此 并: 概 撕 首 变换 的 天 系 、 还 可 以 知道 , 这 个 解 
满足 初 站 条 件 : 
t= w=, 人 -加 

注 芋 2 根据 (130 我 全 和 基 道 六 中 当时 一般 地 和 将 超 于 无 劣 天 。 
人 站 如 (38. 丫 硝 溉 是 避让 扩 孵 ; 届 闪 闻名 必定 可 积 ; 因 此 县 要 候 识 当 < 
肝 y 了 了 人 38.10) 
| |- 时， Dp 
二 (|x 下 训 人 

3. Volterra-Badamard 关于 解 的 去 示 如 上 厅 把 (388.10) 
中 积分 的 曙 序 交 搜 ;和 愧 得 到 。 


1 「 ， 
二 [Tr | i | 上 IsDl tor ogralant. 


但 是 现在 { 上 中 的 积分 并 不 收藏 , 所 以 丰盛 闲 你 这 样 的 计算 。 因 
此 总 定 放 训 下 的 时 数 
Da (Doar) | Wa TB, a er una, (88.11) 
rie = (ZT ™" "| mite td", [38 .12) 
着 加 - 


1 再 数 送 3， 
liv, | -一 1 2 


"F 
i i-! 
LS 9 倡 数 } 


忆 
(388 .18) 
有 于 2 Bo 一 ie sinla,t, 所 以 对 (38.11) 作 形式 微分 后 ,就 有 


ol 


GB Um) 


Waa Tisin a teesrdrg, (88.14) 
再 根据 138 .410)，138 .125 ,188.14) 有 

形 一 如 有。 {38 .15) 

要 证 朋 公 式 (38,14) 的 正确 性 , 只 需要 注 章 下 刑事 实 就 馆 了 : 
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付 数 吏 , 当 wzx0 时 ,对 于 oa 站 无 限 式 的 连 和 给 可 微 , 则 
名 
此 外 , 由 是 属于 (的 而 数 ， 
再 由 5833 ,11 及 138.13 全 以 证 阴 , 2 能 青 示 成 海面 的 形状 ;: 
-=| KE, ptsteEd"e, 
| at 
为 了 导出 这 个 到 起 :分 
Dm | ie tna, teerd en, (8358.16) 
届 么 辕 成 放 朋 


Hm vp = v, 
ee 
由 (383.12) 及 (88 .16) i 变换 了 天 分 的 咕 序 )} ,有 
l Wo = -| Rp Hp" ee, 38. 17) 


这 电 
KE A -| B, a, temst dg, 
1 计 ,5 片 
下 但 诸 % 是 奇数 填 且 =38， 由 (88.13; 及 138.17)， 如 合 
la, 一 条， 人 1,, 则 有 有 


人 一] Dp Kp = =| | | 。 ed cogrftdr, (38.18) 


tol, 
(awlB) 是 单位 球 加 | 记 , =1 的 历 积 施 素 ;， 等 式 右边 {中 的 各 
从 ,由 于 球面 的 对 称 性 ,是 ?7 的 图 炽 、 于 是 如 
Bré='tlo (1- co:s1), 
胚 在 球 配 | 太一 1 上 对 诬 于 do 的 泡 穷 狼 的 球 带 面积 是 
ET i Di 


出 此 就 有 
| | edo(B) on | (on eitr de, 
畏 汽 这 个 积 苏 只 能 明 实 数值 ,所 以 访 |& 关 0 由 38.18) 有 


了 8 草 了 章 大 明江 微分 故 程 
tro— 1 


P “1 kt ,， , 
(1 Kms = woot | | (1 oN) ett dot ortar 
全 一 二 


1 


1 jm | Ep 
Qi 1 | {J 人 3 并 tt 过 pa dr 
I 1 | u 


册子 等 式 的 左边 是 实数 ,所 以 可 以 只 取 右 边 { } 中 的 实数 部 
他 


|p -- 
只 ee _IApE ome #7 
们 oo—t £ | 


渤 样 就 得 到 了 
”一 I 7 
下 一 (一生 2 “| [一 中 i sinp 上 (got; EE 
和 了 


~ | 
138 .19) 


当天 一 ce 时 |, 关 0， 撒 气 部 知 的 Dirichlet 积分 定理 4! 兄 本 从 
书 : Fourier 变换 与 Laplace 变换 和 ,就 得 到 

lim Kn, (E, t) 

A 


1— 1 hl st 
DE Se EV (és 


0 CE <), 
当 w=8 有 时 ,对 o! 志 1 可 以 全 及 go =(1 一 o0 ,对 :oi 光 1， 
可 以 分 joy =0, 由 于 这 样 的 (0) 在 区 则 一 -og “oo 中 是 有 
1 
异 变 分 而 数 ,所 以 (88.19) 右边 的 积 苍 | ”对 于 4 8, p 一 致 有 界 。 
及 因为 5 ( 旨 属于 (C9), 所 以 在 4881 中 关于 peo 人 的 概 限 可 
以 移 在 积分 号 下 施行 ,于 是 有 
v= (2 Fw 人 及 9(z 十 的， 

这 下 1 一 已 

Kn, #£) =—Cmne. (To EE.") 用 


国史 六 一 守 
onlE, "(Elst) 


pk pp 


383 省 动 方 称 的 解法 TB3 


(Wn= 1 因而 根据 188.,15) 就 知道 ,所 求 的 汲 
RE 


。 村 一 癌 
Qa) ron | ElE 0 gore) de, 


I 


(38 . 201 


当 mm 为 壳 数 名 :8 肘 ，( 必 :一 的 全 是 ! 的 内 一 3 天 有 理 整 式 ， 
所 以 关于 整个 空 十 的 积分 有 -而 的 公式 : 
Oe | En 此 a pd 0, 。 


把 这 个 公式 与 188 .20) 分 别 作 和 与 差 ; 划 积 分 变数 的 区 域 本 为 
.it 于 是 有 


um (2m) "en Or | E13m( Es a gE dE 


二 1 
(388 .21) 
了 各 果 再 六 | 一 人 3 Ey = To, 新 有 
| 
lt 


1 


2 由 [eee 
+t jt 一 他 
-oo| Mtg] (Po Pr 2 dr, 
这 里 


Mn Eg] {se, 7) 一 -一 - | det， (88.22) 
区 一 了 


Wm 


故 型 [ez 恰好 开 是 2 在 以 Zz 为 中 心 ,7 为 和 全 得 的 球面 .1 的 
焉 均值 ， 这 样 , 吏 村 以 把 .38,21) 写 戊 


名 一 


[9 
uO.0™ | Map] (2, 7)r (Rr) dr (398.29) 


为 了 有 具 怀 个 出 CC; 的 值 , 我 们 考 碟 pg iz) 二 1 的 特殊 情形 ,这 有 时, 所 
小 的 艇 就 是 ut， 所 以 有 


J 冲 了 页 共 关 型 宙 入 妨 方程 


1 li: 
to A ri 2 dr, 
.也 
但 证 
全 i ， 
| Pr 2 rt | s1]—s) ds={" (m1), 
0 和 


所 以 0 一 1 区 一 291， 最 后 就 得 到 


] 
a" “| 


吕 一 一 一 一 
(一 全) 


六 了 旭 | ， 当 ?于 一 总 时 :成 让 在 Kirechhofft 公式 


pip Terry dr, (88.24) 


) 


上 ， 、 
d=t .Fo] = 二 | pirtia}dota}, (38.26) 
b i 一 1 


4， 旗 稚 ”上 册 仅 计 葵 了 m 是 奇数 关上 产 3 的 情形 ,如 果品 是 
偶数 , 刺 么 只 要 郑 虑 对 站 十 闪 空 间 第 吧 十 工 个 变数 zs 是 常数 
的 酌 数 ， 怀 能 把 所 化 成 如 十 上 是 奇数 而 二 3 的 情形 来 求解 。 外 把 
git 人 作 1 及 上 
gi 的 轴 数 插 在 1838.241 下 局 十 了 代 禁 训 就 得 到 


VW 二 a 于 i” Mbp rw, rdr m2) 
m2 4 
二 2 "| or) 了 oo rdr (m4). 
(38 .26) 
如 果 把 基于 宫 十 二 准 空间 球面 的 均值 宏 示 成 为 m 共 罕 问 的 
积分 , 驶 有 


- 2 
Ml pds, 人) 一下 | pT (lo a rg 


{rd : -1 
Cin -_ ~ 
~ | Mtl re, PDT Do Lo 


， [hn Co ) 由 (38 21) 
这 样 ,对 干 m 4. 就 得 到 
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站 tH 
ti ry rrM, ol dr 
.性 


3 
机 


上 
-ent | 和 | dr Ydp, 
中 


避 Pr ro 


为 了 计算 等 式 厂 油 的 {4 上 命 
pd: 0) 2, 


剧 有 | 
(rr po 1 zx), 
1 . 
ar 一 可 paar{l pd dr, 
对 此 
时 | 一 二 
i 入 和 宇 
| 
P ~ n 


1 We i m4 
一 方太 一 六 2 o"| 上 一 2 5 2 1 202 
0 
再 根据 (88.26) ,i38.27) 就 得 到 


+t 届 T 一 蕊 
到 一 个 27 | [of po —p ys dp, (38.28) 


这 个 公式 的 形状 与 438 .24) 完全 一 样 , 所 以 可 以 用 前 节 同 样 的 
方法 计算 0., 而 得 到 Cn = (一 六 1， 当 三 一 2 是 ,无 芥 有 几 
《38 ,26) 式 或 是 上 面 的 公式 都 能 得 到 相同 的 辕 果 , 邵 


| 
< 一 | piPB—p) -1 Mfg] (2, pydo， 


5， 非 齐 次 方程 的 解法 ”如果 对 一 般 的 二 春 双 曲 型 齐 诡 匀 性 
方程 (tw 为 独立 变数 ) 
所 | 一 (838.29) 
已 超 得 到 了 当 =z(7t 任意) 时 的 初 值 疝 题 的 解 , 那么 就 可 以 用 来 
导出 非 齐 次 方程 
| Ll =fit, w) (38 .80) 


= 


本 


186 第 7 章 观 遇 到 俩 微分 方 各 
的 解 。 现 在 假 喘 各 & 的 系数 为 1， 访 方 程 (88.29) 当 1 一 + 时 满足 
条 件 w=0, 由 一 Fr 25) 的 解 是 w=2(t 2; 2 此 外 1 对 于 (#2) 
的 直到 二 阶 的 导数 对 一 切 的 对 2 7) 都 是 连 各 的。 介 

wi [vt, zi; Tyds, (38.31) 
由 于 kz 2 人 一 0 VT 人 TT 二 了 tT 22) ,所 以 有 


: : 
Di m | dt 人 CT 二 | Ge zr; TT, 
Jo 


卫 此 ! 再 因为 二 [ 鸭 一 后 ,就 得 到 
Lr] f(t, oy) 4 | [volar = f(t, wy. 
由 138 .8 还 可 好 出 
i 二 0 于 ， 二 避 ， w=0, (838.82) 
序 (38.8I1) 是 性 程 .388.30) 满 是 初始 条 件 (38.39) 的 解 , 特别 对 于 
n= 的 波动 方程 ， 四 于 消 是 f= 上 时， w=0, WO—= f(T, 和 的 解 是 
i T= (t—T NM tr) 二 
所 以 非 齐 沈 波 苦 胡 程 
Oru— Am= 7 t, 人 
注 足 初始 条 件 (38.82) 的 解 可 用 下 列 到 式 表 示 : 
v=| GD Mf (2, t—r)dr = | Mer fo, rar。 
_ 性 心 
《38 .38) 


$ 39 关于 双 曲 型 方程 的 补充 上 般 明 


现在 简单 地 介绍 一 些 本 意 计 解 得 不 够 充分 的 问题 。 

1. 。 作 为 解 的 不 连 获 曲面 的 特征 面 ”二 阶 线 性 方程 的 特征 面 
具 有 一 个 特征 ， 即 可 以 解释 为 解 的 不 速 粮 曲面 。 疏 解 在 曲面 8 的 
两 便 ,与 它 的 一 阶 导数 都 是 速生 的 , 并且 当 沿 着 S 的 两 全 趋 近 于 8 


§ 30 了 末 基 曙 型 方程 的 填 交 内 丁 i187 


时 ,二 阶 导 数 昌 一 致 收 化 ,但 是 在 加 的 两 倒 却 有 有 不同 的 和 极限 香 。 
这 样 , 光滑 曲 曾 必 就 非 是 特征 面 不 斌 。 此 外 , 在 适当 地 丘 广 了 解 
的 意义 后 ,也 能 把 沿 着 曲面 8, 解 自 身 将 不 连 糖 或 是 尼 的 一 附 纯 黄 
数 和 将 不 速生 , 作 为 特征 面 的 特征 ， 

&2. 双 曲 型 方程 的 基本 解 ” 利 用 ”fc, gj 一 和 立 (w 一 ) .我 
位 知道 Laplace 卢 程 du 一 0 的 基本 解 , 当 从 一 2 时 为 (2m)-:logrtg， 
9g)， 当 侈 汪 8 时 为 (Cm 一 2)wm)-1r (zy 的 3” 出 于 Japlaco 方 
程 的 形状 和 波动 瑟 程 的 形状 相 象 ,所 以 全 
这 一 让 一 六 

0 ( 风 一 点 ] 盖 二 一 人] 

后 ,余数 Cwr (tz; 区) 全 "是 理 起 着 波动 方程 基本 解 的 作用 蛇 ” 
对 于 这 个 问题 , 肌 于 在 以 (7，) 为 碳 点 的 射 钱包 《一 ?一 荆 (z， 
一 5 六 的 宸 面 上 ?=0, 所 以 利用 > 所 作 的 积 牙 不 收 散 、FHadaimnard 
使 用 了 一 种 所 恤 取 发 若 积 分 的 有 限 部 分 的 技巧 ,把 当 m 等 于 奇数 
时 间 题 解 炎 了 ( 当 mm 等 于 个 数 时 ,可 以 使 用 隆 帮 法 )。 

对 于 一 般 的 欢 曲 型 方程 (36.26) ,全 (qow) -= (4A) ,并 会 


rit, 2: T, EE) -| 


站 | ~ ‘Af 一 ~ A dp dy; 


为 曲线 的 是 长 , 这 时 ,起 沿 着 测 地 线 的 距 帘 为 7 (fv; re)， 利用 这 
个 一 数 就 能 甸 导 出 拭 夫 本 解 。 参看 Conrant-HIilbert II，PDp。、:430 
或 Hadamard: J.e probléme de Cauchy. 

M. Riesz 根据 扒 J” 到 高 杂 宇 有 的 Riemann-Liouville 条 分 ， 
得 到 了 对 和 伍 意 高 阶 方程 社 一 的 求 基 本 解 的 廊 法 ,这 可 和 参看 Linté. 
grale de Riemann-Liouville et le probldme de Uanochy,，AActa 
Math.，81 (1954) 。 不 过 这 种 情形 的 基本 解 间 不 是 在 普通 意义 的 
少数 ,而 是 在 广义 隔 数 的 意义 下 得 到 的 . 

3. Asgeirsson 定理 ”关于 常 系数 超 双 曲 型 (也 本 以 是 正规 


1R8 | 第 了 章 ” 双 曙 节制 招 秀 方程 
驱 曲 型 ;的 齐 次 方程 的 解 丢 ,可 以 好 酝 为 解 2m 个 独 站 变数 人， 切 
= 【PI 的 下 列 考 程 

A ,人 0, 
对 于 这 种 方程 , [i. Asgeirsson 发 兄 了 11982 年) 一 个 巧妙 的 均 售 
定理 : 

二 | WB ra yw ie) -二 | wwiiy 二 ro dwt{m), 
根据 这 个 公交 , 使 用 降 杂 法 , 就 能 时 出 波动 方程 的 解 。 详 见 
tourant-Hilbert 1, p. 417. 

4. 对 称 的 双 曲 型 联 立 一 阶 方程 组 ”三 条 窒 测 的 Maxwell 六 
程 (tw 4 为 和 量 ) 为 


1 1 
HHO= C——— Tol wv, 三 = TOt i, 
r 0 


如 果 从 十 记 王 纪实 一 一 414), 半 么 可 以 把 它 厦 作 是 下 列 对 称 的 联 
这 一 阶 方 程 钥 


下 _ 记 | ， 
9.w 一 移 之 na {t, E) 0, Ww, + Ona lt, PFE, w) 


Hn — yn ( 兴 更 数 ) 

的 畦 殊 情 形 。 二 阶 双 曲 型 污 程 了 电能 归结 为 这 种 形状 。 对 于 这 种 太 
程 粗 ，Friedrichs 与 Lax 以 有 关 能 量 积分 的 不 等 式 作 为 基础 ,使 
用 Hilbert 空 关 的 方法 来 研究 方程 的 广义 解 , 并 且 导 出 了 Catehy 
问题 的 解 的 存在 定理 。 人 说 昂 南 云 道夫 获 : 汪 全 人 篇 微分 方程 式 花 人 i 
立 社 ) 第 4 章 

- 6. 单 参数 _ 半 群 法 吉田 耕作 最 近 指 出 ,在 执 物 型 坟 程 中 全 
用 成 功 的 音 套 数 - -年 群 法 理 注 (Hille-Yosida 理 葵 ; 中 的 “ 算 子 的 指 
数 醒 数 ”， 本 届 诞 当地 底 用 于 二 阶 双 曲 型 | 注 程 ， 并 对 Cauchy 问题 
葵 出 了 值得 注 章 的 解法 。 详 昂 ' 数 学 "第 8 窒 2 妇 : “日 本 数学 会 ). 

名、 高 阶 的 双 曲 型 方程 ”对 于 一 般 的 高 阶 联 下 线性 沥 程 诅 的 


中 所 基于 如 因 束 记 弄 的 社 元 计 困 139 


情形 ， Fetrpvski 便 粹 出 子 双 瞩 弄 瑟 程 交 定 六 ,着 日 证 明了 Canchyv 
问题 解 的 存在 定理 {Mate. Sbornik, 2:44), 1937, 814、 .39 
后 来 J Leray 指出 了 Petrovski 证 骨 中 的 有 鼎 点 . 党 一 般 线 性 灵 曲 
型 专程 Uauchy 出 题 理论 的 大 友 于 TIYperholic di 人 orential 
equatinons (Princeton, 1932; -一 蔬 在 导出 : 些 作 为 一 般 商 吹 偶 
微分 琴 论 基 础 的 积分 不 等 式 的 过 程 中 ，Fourier 积分 起 着 基本 的 
作用 。 

不 给 Petrovski 或 是 Leray 的 弄 论 , 都 使 用 了 关于 解析 正则 
志 程 的 Uauchy-Kowalewski 滤 翰 。 最 近 白 多 玫 引 了 了 Lax 所 蕉 
点 和 的 方法 ， 用 完全 泛 图 分 析 的 方式 建立 了 包括 摧 物 型 廊 程 的 琉 一 
的 理论 , 见 Osaka Math, Jour., 9(1957), p. 48~598. 


后 ED 


. 仿 徽 分 帮 程 是 一 门 内 容 丰 窗 和 的 学 科 ， 但 本 书 只 能 介绍 到 紫 为 
上 ,虽然 作者 已 竭尽 妇 力 之 所 反 ， 这 里 总 不 免 带 有 一 定 的 片面 福 。 
由 于 作者 水 平 所 限 ， 在 叙述 上 可 能 只 注意 于 一 些 钢 节 而 不 能 照顾 
到 全 局 , 使 全 闻 的 灶 赁 不 够 鲜明 。 泪 内 容 和 安排 土 , 出 于 篇幅 的 眼 
制 , 村 于 低微 分 方程 各 切 熟 变换 未 对 触及 , 而 对 于 高 阶 注 程 、 提 物 
型 方程 等 包 几 平 丰 部 割爱 。 最 近 由 于 活 疯 好 析 的 尾 展 (在 品 本 ,这 
方面 以 修平 邦 庶 为 先 吐 , 吉 田 耕 作 、 加 孔 敏 去、 浇 雪 不 、 白 田 再 、 仇 
车 清 等 入 询 有 进一步 的 研究 ) ,已 使 信 微 分 方程 的 理论 为 之 一 新 ， 
拒 们 在 本 韦 中 未 能 收 集 这 方面 有 的 内容, 感到 非常 道 憾 . 好 在 本 从 
书 中 有 吉田 桂 作 的 “ 泛 图 和 分析”, 以 相当 管 幅 介 绍 了 新 的 伺 微 分 方 
程 理论 ,有 兰 村 联 的 “广义 两 数论 ”详细 关 述 了 近代 仿 微 牙 广 程 理 
渝中 必需 的 内 容 , 还 有 大 并 鳞 部 等 的 “ 癸 微 伟 方 程 的 应 用 "” ,以 及 其 
他 在 关 书 绑 等 ,前 可 以 弥补 未 书 之 不 足 。 最 后 ,条 对 弥 永 遇 十 和 天 
旧 桂 作 滩 东 深切 的 谢意 。 
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对 有 兴趣 于 己 微 分 方程 的 同志 来 说 ， 这 是 一 本 值得 推荐 的 央 
深 书 ,作者 在 短 短 的 二 百 真 内 ， 骨 精 烘 的 形式 概括 却 介 刀子 伪 微 
从 方程 吉 典 理 褒 中 的 主要 车 果 ， 状 且 在 这 个 基础 上 引 浊 了 一 些 和 
近代 理论 有 关 的 幕 本 松 念 . 

信 徽 分 为 标注 是 一 门 古 典 数学 ,内 容 丰 富 深刻 ,而 几 联 系 到 各 
个 寺 刹 ,要 在 一 永 小 册 了 里 作 较 有 水 航 的 介绍 ,除了 在 叙述 形式 上 
伏 坚 讲 并 外 ,对 内 容 没 有 大 刀 天 人 深 的 取舍 也 是 不 行 的 。 因 此 ,正如 
作者 日 己 所 说 的 5 在 这 里 完全 删 掉 有 关 撑 物 型 方程 ,高 节 过 阶 的 沪 
种 志 友 全 微分 方 程 等 等 的 部 分 。 尽 竹 如 此 , 念 过 这 本 书后 , 获 浇 至 
少 对 介 微 候 方 程 的 古典 精 果 会 有 个 概括 的 了 解 . 在 形式 方面 ， 作 
者 也 洒 攻 了 最 省 逢 幅 的 向 县 写法 和 一 些 特殊 的 记号 ， 叙 述 条 理 分 
遇 ， 徐 证 也 比 核 严 希 。 只 要 具有 数学 耸 析 基础 知识 的 同 才 某 本 .上 
郡 郁 着 得 懂 、 但 是 由 于 作者 过 多 地 追求 形式 的 演算 ， 阿 起 问题 双 
尽 重 从 一 般 和 祖 况 出 发 ， 因 而 对 没有 学 过 大 学 数学 物理 态 程 2 这 闲 
课 的 刻 者 来 说 ， 有 些 禧 果 和 座 证 的 实质 精神 就 不 大 容易 理解 99， 
书 中 有 的 章节 的 后 面 还 附 有 习题 ， 并 本 什 难 。 通 过 练习 可 以 对 正 
让 有 更 深 人 的 理解 

看 完 这 本 书后 ， 如 果 苇 者 希 尝 讲 着 作者 铭 转 路 要 进一步 子 解 

邦 昭 泊 出 版 一 本 高 等 党校 灾 流 讲义 “ 数 深 物理 方程 ”六 者 大 学 ,北京 坟 学 第 汕 
某 。 站 等 教育 出 版 外 1864:1。 证 有 党 过 这 问 曲 的 间 沁 在 隐 菠 本 书 的 过 得 时 林业 合 起 
来 仿 。 


僻 微 分 太 程 的 近代 理论 , 则 可 以 参看 原作 者 所 著 的 < 近代 仿 微 分 方 
程 瀹 2( 近 代数 举 从 书 4-B, 共 疗 诗 ) 。 我 国 白 入 的 有 关 偏 微 委 方 程 
的 参考 书 着 不 才 ， 值 香 介 各 的 有 具 新 说笑 著 的 [拌和 复 口 大 学 三 
写 的 教材 [2] 。 爱 本 的 特点 是 材料 让 党 ， 习 是 多 ; 特别 是 第 三 册 ， 
天 部 分 介 绥 近代 成 果 ， 其 中 未 一 状 对 证 硬 革 析 在 数理 方程 上 的 应 
用 肖 楼 详尽 的 介 和 ， 可 补 本 书 的 订 足 。 复 了 大 学 一 书 是 在 教学 改 
革 后 硬 的 ,对 各 种 古 生 庆 法 处 理 的 观点 戟 商 : 富 有 局 发 性 。 念 过 本 
蔬 太 再 浏览 一 下 潮 杯 上书 ， 相 价 对 本 书 所 提 到 约 各 种 解法 的 特点 和 
作用 会 有 进一步 的 认识 。 

下 面 哉 谈 校 航 交 木 书 的 体会 。 乔 来 ,作者 在 并 述 间 题 、 庆 法 和 
概 倍 瑟 面 力求 抓 住 关键 ,不 因 小 天 类。 璧 如 ,问题 访 得 很 集中 :把 两 
自 变 数 的 二 阶 为 程 和 一 阶 方程 粗 人 归 在 一 起 .着重 讨 论 牛 硬性 方 积 
约 分 类 以 及 冯 曲 更 浪 程 的 Cauchy 问题 ,而 对 于 特征 园 题 .混杂 内 
时 下 脆 不 提 ; 尘 一 阶 非 多 性 方程 也 普 重 谈 Cauohy 间 明 ,在 万 注 
的 选择 上 ,作者 得 有 所 催 重 :对 于 适用 什 线 性 方程 的 逐次 逼近 法 就 
在 $19 和 8 2 中 仔 秋 厚 以 祭 论 ; 由 于 篇 屋 限 制 , 对 势 丽 数 法 只 作 
盘 要 的 介 胡 :而 上 下 两 数 法 、. 牙 高 变数 法 等 等 就 精 季 不 谈 ， 各 吉首 
禾 很 注意 新 构 念 的 引进 ,而 第 五 闪 可 以 膏 是 主要 在 介 阅 集 特 征 面 ， 
强 、 莘 解 , 符 面 波 这 些 概 念 、 总 之 ,作者 对 于 问题 非 败 型 的 不 讲 , 浪 
法 讲 不 远 不 讲 , 概念 不 是 基本 的 也 不 讲 , 其 结果 就 显得 前 后 隆 庶 ， 
重点 突出 。 

其 次 ， 作 者 在 闫 题 和 解法 的 配合 码 面 也 下 过 功夫 。 例 如 法 台 
原理 是 放 在 $ 29 常 系 闻 方 竹 平 面 波 的 解 中 来 讲 : 对 于 两 中 变数 调 
和 方程 划 直 接 用 复 夯 数 理论 来 葡 述 ; 栅 丽 数 方 法 是 在 证 明 非 自 件 
方程 Dirichlet 周 题解 的 瞧 一 性 定理 时 顺便 提出 ; Fourior 变换 到 
在 波动 方程 的 Cauchy 问题 的 解法 中 加 以 介绍 这样 安 排 的 严 
果 ， 辣 题 讲 够 了 ,方法 也 差 不 多 都 作 了 变 代 。 此 和 ; 作 湛 把 
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Hadamnard 反例 和 解 的 在 在 、 唯 一 性 忆 及 适 定 性 尖 是 放 在 24 中 
讨 苍 关于 双 遇 宇 线 性 一 阶 关 程 组 雇 定 区 域 的 时 使 提出 水 ， 然 后 在 
8$ 37 谈 到 波 荔 次 程 Cauchy 问题 时 ， 艾 抓 住 机 会 举例 朋 明 在 不 同 
度量 下 理解 连结 依从 这 概念 的 重要 性 。 从 这 些 例子 稀 可 以 看 出 作 
省 的 下 必 ， 总 的 组 求 ， 后 三 章 写 得 比 前 面 更 好 些 、 特 别 在 入 总 7 
隔 章 的 未 节 世 和 [的 一 样 附 有 作者 自 认 为 主要 的 问题 及 有 : 尖 的 文 
贾 , 对 ' 苇 符 进一步 二 题 研 究 的 读者 洲 褒 值得 参考 。 

栗 书 不 是 的 地 友 , 主 王 上 认为 有 如 下 几 乒 : 

首先 形式 演算 居多 ,只 求 数学 四 答 的 完善 ,而 对 于 这 些 精 廊 历 
反映 的 物理 现 莹 的 本 质 剧 役 少 柳 到 。 除了 在 8 16 举 出 中 心力 场 
运动 方程 等 个 别 的 例子 以 外 ， 在 共 祭 各 痢 节 以 及 习题 中 就 看 不 到 
涩 千 和 下 理 力学 的 联系 。 实 际 上 ,条 广义 解 引 证 的 必要 性 , 适 定性 
天 是 的 重要 性 等 等 都 可 以 从 物理 现象 加 以 入 果 。 此 外 ,决定 区 域 、 
人 笑 若 稳 分 反映 出 该 境 播 速 诬 的 有 限 性 ; 特定 面 上 解 间 断 的 力学 意 
义 和 练 等 也 应 当 子 以 注意 。 虽 然 这 样 会 占用 一 些 篇 幅 ( 得 不 和 多 中 ,但 
作为 和 应用 外 书 来 谨 , 这 些 痢 是 不 可 航 秒 的 部 分 

盐 索 ， 作 考 所 沿 布 访 到 的 有 些 间 题 和 方法 无 徐 从 实用 了 上 枉 者 
从 理 痊 上 来 说 者 是 不 能 省 虞 的” 例如， Laplace 双 曲 型 话 程 的 
fiemann 方法 和 特征 癌 题 ; 波 涝 注 程 的 混杂 问题 和 分 部 变数 法 符 
等 淆 于 这 些 都 度 当 有 独立 的 章节 加 以 讲 阶 。 此 外 ， 象 混合 顶 瑟 
程 攀 款 惟 化 隐 题 以 及 某 些 有 力 的 直接 方法 ， 世 尽 可 以 安 排 在 有 关 
的 部 分 作 简章 的 介绍 ， 

最 后 ,在 各 闽 节 附注 中 ,作者 谈 和 到 中 本 和 西 闻 数学 家 工作 较 多 
而 对 苏联 学 浅 的 下 作 除 了 担 到 Peputreiia. 1[Ierpopelai 和 DreiHBX 
等 的 个 别 工 作 外 ; 其 他 象 erpoactaii 的 窗 隐 理论 ，Caunpron 的 力 . 
数 不 变 解 广 法，Lo000T68 学 派 的 工作 等 等 就 没有 作 简 下 的 介 癌 。 
寻 在 这 一 点 对 于 长 期 学 习 苏 联 的 我 从 玉 说 ,影响 井 不 厦大。 
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下 面 介绍 本 书 各 章 主 要 内 容 ， 兰 由 垃 充 一 些 必要 的 基础 知识 
和 值得 贿 考 的 著作 。 由 于 学 戴 有 限 , 主 哎 片 面 在 所 难 欧 。 

， 第 工 意 主要 是 介绍 Cauchy-Ronaxzeacraf 定理 以 及 特征 曲面 
的 定义 ， 谣 明定 理 的 强 般 数 方 法 民 作 介绍 ， 特 征 曲 [面世 只是 对 年 
闭 性 一 跻 污 程 租 和 局 阶 厂 程 针 忆 定 这 。 对 一 般 情 况 的 Uauchy- 
KopaxeBcK&f 定理 圩 组 的 了 论证 可 套 考 [16] 铝 8 章 和 [6] 82。 关于 
符 征 曲 硬 一 般 的 定义 可 套 考 [6; § 3, 

第 2 至 主要 是 介 太 一 阶 所 瘘 性 方程 Cauchy 问题 的 特征 解 
法 , 在 88 中 所 提 到 的 关于 主 部 相等 的 报 厂 性 方程 组 的 车 果 不 过 
是 前 面 兄 节 的 推广 。 实 际 上 席 当 注意 的 是 有 关于 完全 三 程 组 的 理 
论 ， 益 为 它 不 但 表 朋 人 己 微 分 太 程 组 和 常 铂 分 方程 粗 就 代数 方程 组 
本 质 上 不 同 的 地 方 ， 而 昌 . 对 于 这 求 完 答 积 分 也 是 有 用 购 。 关 于 这 
方面 的 知识 可 贿 考 [5j 第 118~ 419 自 或 者 [18] $27。 

第 3 彰 主 要 是 介绍 一 阶 非 厂 性 厂 程 0auchy 于 题 的 特征 线 法 
和 完全 积分 解法 。 在 $16 还 附带 谈 到 Hamilton-Jacobi 方程 及 
沸 竺 例 ， 关 于 当 页 到 的 Poisson-Jaeobi 括号 以 及 完全 积分 的 求法 
可 参考 [中 第 117 一 123 段 和 [18]82.8 至 也 Hamilton-Jacohi 
原理 扩 其 应 用 ,[13] $2.5~$2.6 也 可 以 作为 补充 。 

第 生 章 论 壕 有 美 两 个 自 变 数 的 和 牛 线 性 二 阶 人 局 微 分 方程 的 主要 
因果 在 下 作者 谈 乔 太 程 的 分类 和 标准 化 问题 。 这 里 关于 广 
合 型 三 程 标准 化 的 Uibrario 定理 应 妆 提 起 汪 意 。 关 于 这 虞 面 的 
问题 瑟 参 考 [144 115] .如果 对 混 台 型 大 程 理 稿 有 兴趣 的 闫 ,读者 
壕 可 以 做 看 上 ,LT5]。 在 8319 谈 和 站 线性 双 曲 型 方程 Cauchy 
问题 购 解 凌 时 ， 作 者 只 详 短 介 绥 逐次 逼近 法 ， 而 对 于 重要 换 

* Riemann 市 法 则 没有 介绍 。 关于 这 许 法 ,与 省 有 关 的 特征 疝 题 坟 
及 在 解 uler-Poisson 方程 上 的 应 用 可 天 小 [于 第 五 章 或 [18] 
$3.4, $3.7。§ 20 谈 到 用 复苏 数论 方法 米 解 关于 导 城 的 Dirichlet 


195 榨 后 中 


四 题 。 这 里 要 社 充 的 科 微 贾 和 其 他 动乱 问题 可 大 看 [13] 第 三 总 
58 段 ， 习 于 对 一 般 区 域 的 Dirichlet 问题 的 上 下 羡 数 法 和 执 位 诅 
五 法 出 可 参考 [6] 中 3 和 34。 

第 5 童 着 重 介 络 一 般 二 阶 和 线性 方程 葵 中 某 些 常用 的 概念 。 例 
和 如， 特征 面 .特征 射 缠 、 余 法 线 . 平 面 波 广义 解 等 等 . 在 介绍 广义 
解 时 作者 只 是 对 最 、 弱 解 下 了 定义 ， 有 于 广义 解 引进 的 必要 性 和 
定义 的 多 翌 作 就 无 法 作 全 面 的 变 代 。 寻 于 广义 解 最 站 观 的 解 衔 可 
套 少 器 引 第 六 况 6 在 [3] 第 22 讲 中 和 和 [6] 9 都 提 到 引进 广 闵 
解 的 必要 性 ， 也 可 以 作为 补充 。 如 果 要 了 解 关 于 这 方面 请 o0oxreB 
学 扳 的 工作 请 套 姓 专著 [8] ， 对 等 征 面 和 方程 的 分 类 ,作者 世 羽 仅 
作 了 形式 上 的 定义 .如果 读者 对 于 特 算 面 和 强 弱 间断 解 的 关系 以 
及 它们 的 力学 意义 需要 了 解 的 证， 可 害 [四 第 141~142, 161~ 
. 168 段 。 关于 二 阶 伪 微 分 方程 怎样 表现 出 各 种 不 同 怕 理 现象 的 规 
律 , 参 沽 书 [4] 有 还 较 侈 面 的 介 绥 。 诸 者 如 果 对 于 全 群 理论 在 微分 
泊 程 上 的 应 用 感 寺 兴趣 , 则 可 套 泪 [171 第 20 章 。 

第 6 意 着 重 介 条 简 性 椭 卫 型 方程 的 一 些 基 本 千 果 和 解法 大 
意 。 在 8 31 作者 立 述 关于 自 件 精 加 型 方程 的 Diriehlet 原理 ， 在 
$32 凤 绊 彰 桂花 了 Poisson 方程 的 Dirichlet 问题 。 但 是 住 后 两 
六 只 是 省 省 地 介 井 一 般 本 疝 型 万 程 的 基本 解 和 Green 贾 数 ， 对 

了 于 加 是 的 解 次 还 差 得 远 。 关 于 变 分 原理 及 其 解法 可 套 洲 [17] 第 二 、 
三 所 ,在 那 旦 讲 得 比较 透彻 。 关 于 势 位 蓓 方法 5 第 十 章 前 几 闻 有 
疼 萌 的 讲解 。 这 两 部 分 都 可 以 弥 钙 本 书 的 不 足 。 至 于 追 寺中 所 提 
到 的 gehauqer 估计 法 在 [191 第 5 音 有 疼 尽 的 介 绥 ， 这 一 本 专著 
还 总 类 了 近代 有 关 椭 因 型 方程 的 主要 工作 ,和 值得 宕 者， 此 外 ,我 们 
认为 ,在 商 阶 方程 万 面 Co6oxeB 多 量 翻 和 方程 的 工作 [8] 诬 当 提起 
注意 。 

第 7 章 养 重 介 万 线性 正规 双 曲 型 方程 0auchy 问题 的 两 个 古 
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典 的 车 果 : 一 是 能 基 积 从 不 等 式 和 了 崔 一 性 定理 ; 一 是 波动 方程 
Qauchy 条 题 的 解 的 表达 式 。 这 里 要 用 到 Fourier 变换 的 理论 , 关 
于 这 友 面 的 参考 书 鸭 多， 我 们 只 推荐 篇 幅 较 小 而 毕 着 重 裔 税 分 变 
接生 妆 学 物理 中 的 族 用 的 两 本 秦 考 书 上 9]，E10j ， 其 他 加 点 sgeirs- 
3500 公式 、. 双 曲 左 程 的 基本 解 , 作者 只 是 在 栗 一 节 扎 让 中 提 到 。 关 
于 sgeirsson 公式 可 郑 考 夺 1 馆 五 章 。 至 于 一 般 苇 性 正规 双 则 型 
震 程 的 吾 adamara 天! Cobozea 解法 让 家 看 [后 第 九 音 。 双 曲 理 而 
种 :的 妨 一 个 基本 闫 题 是 课 热 朋 题 ， 这 里 产 没 担 测 。 关 于 这 表面 的 
扔 史 介 种 及 其 解 注 可 套 看 专著 [20]。 
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